第六章  多元函数微分学

§6.1 多元函数的概念、极限与连续性

(甲) 内容要点

一、多元函数的概念
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1．二元函数的定义及其几何意义


设D是平面上的一个点集，如果对每个点P(x,y)∈D，按照某一对应规则f，变量z都有一个值与之对应，则称z是变量x，y的二元函数，记以z=f（x，y），D称为定义域。

二元函数z=f（x，y）的图形为空间一块曲面，它在xy平面上的投影域就是定义域D。

例如 
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 二元函数的图形为以原点为球心，半径为1的上半球面，其定义域D就是xy平面上以原点为圆心，半径为1的闭圆。


2．三元函数与n元函数
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空间一个点集，称为三元函数
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它们的几何意义不再讨论，在偏导数和全微分中会用到三元函数。条件极值中，可能会遇到超过三个自变量的多元函数。

二、二元函数的极限

设
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的邻域内有定义，如果对任意
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则记以
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称当
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的极限存在，极限值为A。否则，称为极限不存在。
值得注意：
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是在平面范围内，可以按任何方式沿任意曲线趋于
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，所以二元函数的极限比一元函数的极限复杂，但考试大纲只要求知道基本概念和简单的讨论极限存在性和计算极限值不象一元函数求极限要求掌握各种方法和技巧。

三、二元函数的连续性

1．二元函数连续的概念

若
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若
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2．闭区域上连续函数的性质

定理1  （有界性定理）设
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定理2  （最大值最小值定理）设
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在闭区域D上连续，则
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在D上一定有最大值和最小值
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定理3  （介值定理）设
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（乙） 典型例题
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一、求二元函数的定义域


例1  求函数
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例2 求函数
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    即 
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函数定义域D在圆
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二、有关二元复合函数


例1  设
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解： 设
[image: image34.wmf]v

y

x

u

y

x

=

-

=

+

,

解出
[image: image35.wmf])

(

2

1

),

(

2

1

v

u

y

v

u

x

-

=

+

=




 代入所给函数化简
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 故 
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例2  设
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解： 
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例3  设
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解： 由条件可知
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三、有关二元函数的极限


例1  讨论
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解：原式=
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而
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又
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例2  讨论
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解：沿
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例3 讨论
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解： 
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     而
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 用夹逼定理可知  原式=0

§6.2  偏导数与全微分
（甲） 内容要点
一、偏导数与全微分的概念

1．偏导数


二元：设
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三元：设
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2．二元函数的二阶偏导数

设 
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3．全微分


设 
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若 
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当 
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则称 
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定义：
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定理：可微情况下，
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三元函数 
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全微分 
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4．相互关系
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5．方向导数与梯度

二、复合函数微分法——锁链公式
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模型I. 设
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则
[image: image84.wmf]zzuzv

xuxvx

¶¶¶¶¶

=+×

¶¶¶¶¶

 ； 
[image: image85.wmf]zzuzv

yuyvy

¶¶¶¶¶

=+

¶¶¶¶¶



模型II. 设
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模型III. 设
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思考题：设
[image: image91.wmf](,,),(,),(),(),(,)

zfuvwwwuvuutvvtttxy

=====




求
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三、隐函数微分法

设 
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 则 
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四、几何应用（数学一）


1．空间曲面上一点处的切平面和法线


2．空间曲线上一点处的切线和法平面

（乙） 典型例题

例1  求 
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 解 
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例2  设
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 解 
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解出 
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解出 
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例3  设
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例4  设 
[image: image112.wmf]由方程

有连续偏导数

)

,

(

)

,

,

(

y

x

z

，zｽ

z

y

x

f

u

=

=





[image: image113.wmf]du

ze

ye

xe

z

y

x

求

所确定

=

-



 解一：令
[image: image114.wmf]y

y

x

x

z

y

x

e

y

F

e

x

F

ze

ye

xe

z

y

x

F

)

1

(

,

)

1

(

)

,

,

(

+

-

=

¢

+

=

¢

-

-

=

得

,




 
[image: image115.wmf]则用隐函数求导公式得
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解二： 在
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例5  设  
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  解：
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例6  已知 
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例7  设 
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§6.3  多元函数的极值和最值

（甲） 内容要点

一、求
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第二步 
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进一步 
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二、求多元（
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约束条件  
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求出 
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三、多元函数的最值问题
（乙） 典型例题

一、普通极值

例1  求函数
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解  
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要求 
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故知 
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又   
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在点（1，1）处


[image: image166.wmf]是极小值点
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极小值
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极小值
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这时 取
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每一项对x求导，z看作x，y的函数，得
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每一项对y求导，z看作x，y的函数，得
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令  
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将上式代入
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把（1）的每一项再对x求导，z和
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把（1）的每一项再对y求导，z和
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把（2）的每一项再对y求导，z和
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所以 
[image: image188.wmf],

3

5

,

2

1

,

6

1

)

3

,

3

,

9

(

)

3

,

3

,

9

(

)

3

,

3

,

9

(

2

2

2

2

2

=

¶

¶

=

-

=

¶

¶

¶

=

=

¶

¶

=

y

z

C

y

x

z

B

x

z

A


故  
[image: image189.wmf]的极小值点

是

从而点
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类似地，由
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可知 
[image: image192.wmf]的极大值点
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所以点
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二、条件极值问题

例1  在椭球面
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第一卦限上P点处作切平面，使与三个坐标平面所围四面体的体积最小，求P点坐标。


解：设P点坐标(x,y,z)，则椭球面在P点的切平面的法向量为
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切平面：
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X

Z

Y

x

25

)

0

,

0

(

=

=

=

轴截距



[image: image200.wmf]y
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所以四面体的体积
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约束条件 
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用拉格朗日乘子法
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用x乘（1）+y乘（2）+z乘（3）

得
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则  
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将（5）分别代入（1），（2），（3）得
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所以 P点坐标为（
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例2  求坐标原点到曲线C：
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解：设曲线C上点（x, y, z）到坐标原点的距离为d，令
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首先，由（1），（2）可见，如果取
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解得
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这样得到两个驻点
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最后，讨论
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此方程无解，所以这种情形也没有驻点。


综合上面讨论可知只有两个驻点，它们到坐标原点的距离都是1，由实际问题一定有最短距离，可知最短距离为1。

另外， 由于C为双曲线，所以坐标原点到C的最大距离不存在。

例3  已知函数
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解法1  由
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令
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在椭圆
[image: image233.wmf]即
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[image: image234.wmf]),
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其最大值为
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再与
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解法2  同解法1，得驻点(0,0).


用拉格朗日乘数法求此函数在椭圆
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解得4个可能的极值点(0,2),(0,-2),(1,0)和(-1,0).


又f (0,2)=-2, f (0,-2)=-2, f (1,0)=3, f (-1,0)=3,再与f (0,0)=2比较，得
[image: image241.wmf])
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