
第八章 曲线积分和曲面积分 

 
 
 我们前面已学过定积分和重积分，当一个函数定义在空间的曲线或曲面时，则要求我们

计算曲线积分或曲面积分。由于物理背景的不同，我们还须区别曲线或曲面的方向性，因此

我们要分别研究两种不同类型的积分。 

 
§1 第一型曲线积分与曲面积分 
 
１． 第一型曲线积分 

 
我们研究如下的一个理想问题，给定空间的一条曲线物体 L，L 上每点有线密度，现在

我们要求它的质量。 
 我们对此问题作如下限制，设 L 是空间的可求长曲线，端点为 A 和 B，密度函数

( , , )f x y z 在 L 上定义。为了求质量，象定积分一样，我们对 L 作一分割，

0 1, , , , ( , 1,2, , , )n jA A A A B A j n L= = =L L 在 上 ，这样我们就将 L 分成 n 小段，设每段的

长度为 jsV 。在每段弧长上任取一点 ξ η ςj j j（ , , ），作和式 
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以此作为 L 质量的近似值。最后我们令
1
max{ } 0j

j n
sλ

≤ ≤
= →V ，即可得到 L 质量的精确值 M，
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由此我们可得到以下定义 

定义 设 L 是空间可求长曲线， ( , , )f x y z 在 L 上连续，L 的两个端点为 A,B，依次用分

点 0 1, , , nA A A A B= =L 将 L 分成 n 小段。每小段弧及弧长均记为 jsV ，在 jsV 上任取一点 

( , , )j j j jP ξ η ς= ，作和式 
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如果当
1
max{ } 0j

j n
sλ

≤ ≤
= →V 时，上述和式的极限存在，且不依赖于 L 的分法及 jP 的选取，

则称这一极限值为 ( , , )f x y z 。在 L 上的第一型曲线积分，记作 ( , , )
L

f x y z ds∫ 。 

 第一型曲线积分也有类似于定积分的一些性质，如关于被积函数的线性及关于曲线的可



加性，它与定积分的一个差别是第一型曲线积分与曲线的方向无关。希望读者能注意到这一

点。 

关于第一型曲线积分，我们有以下定理。称一条曲线 L： ( ), ( ), ( )x x t y y t z z t= = = ，

( )a t b≤ ≤ 是光滑的，如果 (1)( ) , ( ), ( ) [ , ]x t y t z t C a b∈ ，且对 [ , ]t a b∈ ， 

2 2 2( ) ( ) ( ) 0x t y t z t′ ′ ′+ + ≠  

 

定理 1 设 L：

( )

( )
( )

x x t

y y t
z z t

=


=
 =

， ( )a t b≤ ≤ ，光滑曲线，函数 ( , , )f x y z 在 L 上连续，则 

2 2 2( , , ) ( ( ), ( ) , ( )) ( ) ( ) ( )
b

L a
f x y z ds f x t y t z t x t y t z t dt′ ′ ′= + +∫ ∫  

 
证：由弧长公式，我们有 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
t

a
s t x t y t z t dt′ ′ ′= + +∫  

有 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0S t x t y t z t′ ′ ′ ′= + + > ，从而 ( )s t 是[ , ]a b 上严格递增的连续函数，且记

( )l s b= ，则 ( )s t 将[ , ]a b 一一地映成[0, ]l ， ( )s s t= 存在反函数 ( )t t s= 。令 ( ( ))x x t s= ，

( ( ))y y t s= ，从而得到以弧长为参数的曲线 L 的方程，因此对 L 的任一分割得到的和式 

,
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由于右边是连续函数 ( ( ( )), ( ( )), ( ( )))f x t s y t s z t s 在 [0, ]l 上的 Riemann 和，从而当

1
max{ } 0j

j n
sλ

≤ ≤
= →V 时，右边趋向它在[0, ]l 上的定积分，从而有 

0
( , , ) ( ( ( )), ( ( )), ( ( )))

l

L
f x y z ds f x t s y t s z t s ds∫ ∫  

对上式右端作积分变量替换 ( )s s t= ，即得 

2 2 2( , , ) ( ( ), ( ) , ( )) ( ) ( ) ( )
b

L a
f x y z ds f x t y t z t x t y t z t dt′ ′ ′= + +∫ ∫  

 

例1  计算第一性曲线积分 2 2

L
I x y ds= +∫ ，L： 2 2x y ax+ = 。 

解 ： 曲 线 的 参 数 方 程 ： cos
2 2
a a

x t= + ， sin
2
a

y t= ， (0 2 )t π≤ ≤ 。 因



2 2( sin ) ( cos )
2 2 2
a a a

ds t t dt dt= + = ，所以 
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例2  设 L 为球面 2 2 2 2x y z a+ + = 与平面 0x y z+ + = 的交线，试求 

2

L
I x ds= ∫  

解法 1  先求 L 的参数方程，为此考虑正交变换 
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在坐标系Oξης 中 L 的参数方程为 cos , sin , 0,(0 2 )a t a t tξ η ς π= = = ≤ ≤ ，所以在坐标系 

xyzO 中 L 的参数方程为： 

2
cos sin , cos sin , sin

2 6 2 6 6
a a a a a

x t t y t t z t= + = − + = − ，(0 2 )t π≤ ≤ ，应用公式

得 

2 2 3

0

2
( cos sin )

32 6
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I t t adt a
π

π= + =∫ 。 

解法 2 由对称性知 

2 2 2

L L L
x ds y ds z ds= =∫ ∫ ∫  

所以 

2 2
2 2 2 21 2

( ) 2
3 3 3 3L L

a a
I x y z ds ds a aπ π= + + = = =∫ ∫ g 。 

 
2． 第一型曲面积分 

 
 为了定义第一型曲面积分，我们首先要解决曲面的面积问题。回忆一下，在求曲线长度

时，我们是用曲线的内接折线或外接折线的长度来逼近曲线的长度的。对于空间的曲面，我

们现在能够直接计算的只有平面图形的面积，因此我们希望用多面形的面积来逼近曲面的面



积。 
 一个最自然的方法是用曲面的内接多面形的面积逼近曲面的面积。遗憾的是这种方法是

行不通的。Schwarz 曾对圆柱面这一简单曲面作过研究，他证明了圆柱面的内接三角形面积

和的极限依赖于三角形高与低的比例。若我们选取的小三角形与圆柱切面几乎垂直时，则三

角形面积和可以趋于无穷。因此，我们不能用这种方法来逼近曲面的面积。 
 仔细分析以上的例子，我们发现出现这种情况的主要问题是构造的平面与切平面的角度

不保持一致。这也启发我们用小块切平面来近似曲面的面积。这时曲面与近似的平面保持方

向一致。因此分割很细时，它们的面积和将近似于曲面的面积。 
 
 我们先来求光滑曲面 S： 

( , )z f x y=    ( , )x y D∈  

的面积。这里我们对此曲面作如下假定： D是又光滑函数曲线围成的区域， ,x yf f 在 D连

续。由此，我们知道曲面每一点的切平面都存在。 
 任给曲面一个分割，我们相应地得到 D的一个分割。反之亦然。因此，我们从 D的一

个分割着手。设 D 有一个分割 ( 1,2 )iD i n=V L 。这样我们得到Ｓ的一个分割

( 1,2 )iS i n=V L 。为了近似地求出 iSV 的面积，我们在 iSV 任取一点 ( , , ( , ))i i i ifξ η ξ η ，作

曲面过该点的切平面，去切平面与 iSV 具有相同的投影区域的部分为 iσV 。因此我们得到了

曲面Ｓ的一个近似面积 
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i
i

S σ
=

≈ ∑V  

由于曲面在 ( , , ( , ))j j j j jP fξ η ξ η 处的法向为 

( ( , ), ( , ), 1)x j j y j jf fξ η ξ η± −  

从而 S 在 jP 处的方向余弦 (cos ,cos ,cos )α β γ 中的cosγ 满足 
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1
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ξ η ξ η
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因此Ｓ的面积可以近似地表示成连续函数 2 2( , ) 1 ( , ) ( , )x yF x y f x y f x y= + + 在区域Ｄ内

的 Riemann 和。由假定，当
1
max

j n
λ

≤ ≤
= ｛ jD 的直径｝ 0→ 时，我们有 
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这样我们就得到了曲面Ｓ的面积计算公式。从微元法的观点，我们有以下的面积微元表达式， 

| |
|cos |
dxdy

ds n dxdy
γ

= =
r

 

前一表达式我们从以上推导得到，后一表达式我们可以这样来理解，任取曲面一点

0 0 0 0( , , )P x y z ,作以平面 0x x= 及 0y y= 与曲面的交得到两条曲线，这两条曲线在 0P 的切方

向为 1 (1,0, )xr f=
r

及 2 (1,0, )yr f=
r

，它们张成的小平行四边形的面积即为

2 2
1 2| | 1 x yr r dxdy f f dxdy× = + +
r r

 

利用这种思路，我们可以用微元法求一般参数方程所确定的曲面的面积。 
设空间曲面Ｓ方程为： 

( , ), ( , ), ( , ), ( , )x x u v y y u v z z u v u v D= = = ∈  

其中 D是有界闭区域。函数 , ,x y z 在 D具有连续偏导，且 Jacobi 矩阵 

x y z
u u u
x y z
v v v

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂  
∂ ∂ ∂ 

 

 
在 D 的每一点的秩为２。因此我们推出曲面每点都存在两个线性无关的切向量 
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u u u
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r
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从而该点的法向量 
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, ,

( , ) ( , ) ( , )
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n

u v u v u v
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= ±  ∂ ∂ ∂ 
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∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= ± × ≠

r
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现记 

( , ) ( , ) ( , )
, ,

( , ) ( , ) ( , )
y z z x x y

A B C
u v u v u v

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
 



我们有 

( , , )n A B C= ±r
 

由前面关于曲面 ( , )z f x y= 的面积的讨论，我们推知，现在的曲面的面积微元为 

2 2 2ds A B C dudv= + +  

若我们令 

       

2 2 2

2 2 2

u u u

v v v

u v u v u v

E x y z

G x y z

F x x y y z z

′ ′ ′= + +

′ ′ ′= + +
′ ′ ′ ′ ′ ′= + +

        （＊） 

则 2 2 2 2A B C EG F+ + = −  

从而我们有 

2 2 2

2

D

D

S A B C dudv

EG F dudv

= + +

= −

∫∫

∫∫
 

有了以上准备，我们可以给出第一型曲面积分的定义。 

 

定义 设 S 是可求面积的连续曲面， ( , , )f x y z 在 S 上有定义，对Ｓ作分割 1, , nS SV L V

（ iSV 的面积仍记为 iSV ）。记
1
max

i n
λ

≤ ≤
= ｛ iS 的直径｝，在 iSV 上任取一点 ( , , )i i i iM ξ η ς= 。

如果存在不依赖于分划及 iM 的选取的极限 

,0
1

lim ( , )
n

i i i i
i

I f S
λ

ξ η ς
→

=

= ∑ V  

则称 I 为 ( , , )f x y z 在 S 上的第一型曲面积分，记作 

( , , )
S

I f x y z ds= ∫∫  

 
以下的定理给出了第一型曲面积分的计算公式。 

 
定理 设 S 是光滑曲面，其参数方程为 

( , ), ( , ), ( , ), ( , )x x u v y y u v z z u v u v D= = = ∈  

再设 ( , , )f x y z 在 S 上连续，则积分 ( , , )
S

f x y z ds∫∫ 存在，且 



( , , ) [ ( , ), ( , ), ( , )]
S D

f x y z ds f x u v y u v z u v dudv=∫∫ ∫∫  

其中 , ,A B C 见（＊）。 

定理的证明可以由定义得到。略。 

例１． 计算 2 2 2 2x y z R+ + = 被 2 2x y Rx+ ≤ 所截出的曲面面积。 

解：对球面方程求偏导得 

z x
x z

∂
= −

∂
，

z y
y z

∂
= −

∂
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2 2 2
1

z z R
x y R x y

 ∂ ∂ + + =  ∂ ∂  − − 
 

设所求面积为 S，则有 

2 2
2 2 2
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2

2 20
2

2

2

2

2

2 ( |sin |)

4( 1)
2

x y Rx

R

R
S dxdy

R x y

rdr
R d

R r

R R R d

R

π
θ

π

π

π

θ

θ θ

π

+ ≤

−

−

=
− −

=
−

= −
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∫∫

∫ ∫
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例２． 计算曲面积分 

2

S

I z dS= ∫∫  

其中 S： 2 2 2 2x y z a+ + = 。 

解法一 由对称性，容易看出 
2 2 2

S S S

x dS y dS z dS= =∫∫ ∫∫ ∫∫  

所以 

2
2 2 2 44

( )
3 3S

S

a
I x y z dS dS aπ= + + == =∫∫ ∫  

解法二 S 的参数式为 

cos sin , sin sin , cos
{( , ) : 0 2 , 0 }

x a y a z a
D

θ ϕ θ ϕ ϕ
θ ϕ θ π ϕ π

= = =
= ≤ ≤ ≤ ≤

 

因 

2 2 2sin , 0,E a F G aϕ= = =  



所以 

2 2 sindS EG F d d a d dθ ϕ ϕ θ ϕ= − = ， 

2 2 2 2 4

0 0

4
cos sin

3
I d a a d a

π π
θ ϕ ϕ ϕ π= =∫ ∫ g  

   
例３． 计算曲面积分 

1

S

I dS
z

= ∫∫  

其中 S 是曲面 2 2 2 2x y z a+ + = 被平面 z h= （0 h a< < ）所截的顶部。 

解 S 可表示为： 

2 2 2 2 2 2 2, :z a x y D x y a h= − − + ≤ −  

2 2

2 2 2
1 x y

a
dS z z dxdy dxdy

a x y
= + + =

− −
 

于是有 

2 2

2 2 2

2

2 20 0

1

2 log

S D

a h

a
I dS dxdy

z a x y

a a
d rdr a

a r h
π

θ π
−

= =
− −

= =
−

∫∫ ∫∫

∫ ∫ g

 

 
例４． 求半径为Ｒ，密度为 ρ 的均匀球层对任意一点Ａ的位势。 

解 去球心为坐标原点，z 轴过 A 点，设Ａ点的坐标为 (0,0, )a （0 a R< < 或a R> ），所

以 A 点的单层位势为： 

2 2 2
(0,0, )

( )S

dS
W a

x y z a

ρ
=

+ + −
∫∫  

S 的参数方程为 

2

cos sin , sin sin , cos

{( , ) : 0 2 , 0 }, sin

x R y R z R

D dS R d d

θ ϕ θ ϕ ϕ

θ ϕ θ π ϕ π ϕ θ ϕ

= = =

= ≤ ≤ ≤ ≤ =
 

所以 
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a

π π
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ϕ ϕ
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ϕ

πρ
ϕ

π ρ
π

ρ π
ρ

=
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 − +
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∫ ∫

∫
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结果表明：在均匀球层里面，它的位势为一常数；在球层外面，相当于把球层的全部质

量集中于球心时所产生的位势一样。 

求球层时 (0,0, )A a 点的引力，由对称性知 0,x yF F= =  

2

2

0 , 0
(0,0, )

4
,x

a

a R
W

F R
a R

aξ

ξ
π ρξ =

< <
∂ 

= = 
− >

 

结果表明：在球层里面的单位质量，都不受球层的任何引力；在球层外面的单位质量，

相当于把球层的质量集中到球心时所受到的引力一样。 

 
§2 第二型曲线积分和曲面积分 
 
１．第二型曲线积分 

我们观察以下的物理问题。设空间一质点在变力 ( , , )F x y z
r

的作用下沿光滑曲线 L 从点

A 运动到了点 B。现在要求我们计算 ( , , )F x y z
r

所做的功Ｗ。 

 我们知道常力 F
r
作用质点沿力的方向从Ａ移到Ｂ时的功为W F AB=

r
g 。现在的问题是

变力 ( , , )F x y z
r

的大小及方向都在变化。为此我们使用积分中的惯用方法。 

 从 A 到 B 给曲线Ｌ一个划分： 

0 1, , , nA M M M B= =L  

其中 ¼
1( , , ) ,i i i i i iM x y z L M M−= ∈ 的弧长记为 iSV ，并记

1
max{ }ii n

Sλ
≤ ≤

= V 。在¼
1i iM M− 上任取

( , , )i i iξ η ς 。当 λ 很小，并且 ( , , )F x y z
r

性质很好时，我们可以将 ¼
1i iM M− 近似的看成

1i iM M− ，而将 ( , , )F x y z
r

在¼
1i iM M− 上近似地看作 ( , , )i i iF ξ η ς

r
。由此我们得到Ｗ的一个近

似值 



1
1

( , , )
n

i i i i i
i

W F M Mξ η ς −
=

≈ ∑
r

 

当 0λ → 时，若上式存在不依赖于分划及 ( , , )i i iξ η ς 选取的极限时，该极限即为Ｗ的精确值。 

  
 记 

( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))F x y z P x y z Q x y z R x y z=
r

 

1 1 1 1( , , ) ( , , )i i i i i i i i i i iM M x y z x x y y z z− − − −= = − − −V V V  

, , ,0
1

lim ( , ) ( , ) ( , )
n

i i i i i i i i i i i i
i

W P x Q y R z
λ

ξ η ς ξ η ς ξ η ς
→

=

= + +∑ V V V  

由此我们引入以下定义 

 

定义  设函数 ( , , )P x y z 在空间光滑曲线 »L AB= 上有定义，从Ａ到Ｂ给Ｌ一个分划：

0 1, , , nA M M M B= =L ， 其 中 ( , , )i i i iM x y z L= ∈ ， 记 ¼
1i iM M− 的 弧 长 为 iSV ，

1i i ix x x −= −V 及
1
max{ }ii n

Sλ
≤ ≤

= V ，任取 ¼
1( , , )i i i i iM Mξ η ς −∈ ，作和式 

,
1

( , )
n

i i i i
i

f xξ η ς
=

∑ V  

若当 0λ → 时，若上式存在不依赖于分划及 ( , , )i i iξ η ς 选取的极限 I ，则称 I 为函数 f 沿有

向曲线Ｌ对 x的第二型曲线积分，记为
»

( , , ) ( , , )
L AB

I f x y z dx f x y z dx= =∫ ∫  

 同理我们可以定义 

( , , )
L

f x y z dy∫ 和 ( , , )
L

f x y z dz∫  

回到关于功的计算，我们有 

( , , ) ( , , ) ( , , )
L L L

W P x y z dx Q x y z dy R x y z dz= + +∫ ∫ ∫  

若记 ( , , )ds dx dy dz=v
，则 

( , , )
L

W F x y z ds= ∫
v v

 

第二型曲线积分与第一型曲线积分的区别之一是第二型曲线积分具有方向性。换句话说，我

们有以下等式 

» »AB BA
Pdx Qdy Rdz Pdx Qdy Rdz+ + = − + +∫ ∫  

以后我们还会遇到闭曲线Ｌ的积分。我们有以下记号 



L
Pdx Qdy Rdz+ +∫Ñ  

这时积分只与Ｌ的方向有关，而与起点的选择无关。 
 
 对于第二型曲线积分的计算，我们有以下结果。 

 

定理 设 ( , , )f x y z 在光滑曲线 

» : ( ), ( ), ( )AB x x t y y t z z t tα β= = = ≤ ≤  

上连续，其中 ( ( ), ( ), ( ))A x y zα α α= ， ( ( ), ( ), ( ))B x y zβ β β=  

则 

»
( , , ) ( ( ), ( ), ( )) ( )

AB
f x y z dx f x t y t z t x t dt

β

α
′=∫ ∫  

证：由曲线的方向决定其上每点 ( , , )x y z 处的单位切向量是τv的方向，τ 的方向余弦记为

(cos , cos , cos , )x y zτ τ τ< > < > < > ，其中 , , ,x y zτ τ τ< >< >< > 分别表示向量τv与

坐标向量 , ,i j k
vv v
的内积，从而由参数式有 

2 2 2

( )
cos ,

( ) ( ) ( )

cos ,

cos ,

x t dx
x

dsx t y t z t

dy
y

ds
dz

z
ds

τ

τ

τ

′
< >= =

′ ′ ′+ +

< >=

< >=

 

从而，由第一型曲线积分的计算公式得 

» »
( , , ) ( , , )cos ,

( ( ), ( ), ( ) ) ( )

AB AB
f x y z dx f x y z x ds

f x t y t z t x t dt
β

α

τ= < >

′=

∫ ∫
∫

 

 
例１． 计算曲线积分 

»
2 2( ) 4

OA
I x y dx xydy= + +∫  

1） »OA为上半圆周： 2 2 ( 0)x y ax y+ = ≥  

2） »OA为 x轴上线段OA。 

解 1）»OA的参数方程为 2, (0 )x x y ax x x a= = − ≤ ≤ ，起点O对应于 0x = ，终点 A对

应于 x a= 。所以 



[ ]
3

2

0 0
2 ( 2 ) (3 4 )

6

a a a
I ax x a x dx ax x dx= + − = − =∫ ∫  

若取 »OA的参数方程为 (1 cos ), sin (0 )
2 2
a a

x t y t t π= + = ≤ ≤ ，起点对应 t π= ，终点对应

0t = ，所以 
2 20 2

3 3
2

0

(1 cos )( sin ) (1 cos )sin ( cos )
2 2 2

(sin 2sin cos )
4 6

a a a
I t t a t t t

a a
t t t dt

π

π

 
= + − + + 

 

= − =

∫

∫
 

2）直线段OA的参数方程为： , 0(0 )x x y x a= = ≤ ≤ ，所以 

3
2

0 3

a a
I x dx= =∫  

此例说明，曲线积分的值不仅与被积函数有关，还与路径有关。 

 
例２． 计算曲线积分 

cos sinx x

L
I e ydx e ydy= −∫  

其中 L 为１）折线¼OAB ；直线段OB  

解 １）折线¼OAB 的方程为： 

, 0
2

,
2

x x
y

x x

π

π
π π

 ≤ ≤= 
 − ≤ ≤


 

所以 

2
0

2

2
0

2

(cos sin ) [cos( ) sin( )]

cos cos( ) 1

x x

x x

I e x x dx e x x dx

e x e x e

π
π

π

π π π
π

π π

π

= − + − − −

= + − = −

∫ ∫
 

２）OB 的参数方程为 , 0(0 )x x y x π= = ≤ ≤ ，所以 

00
1x xI e dx e e

π π π= = = −∫  

 
此例说明，有些曲线积分的值只与被积函数和路径起点、终点有关，而与路径取法无关。 

 
例３． 计算曲线积分 



( ) ( ) ( )
L

I y z dz z x dy x y dz= − + − + −∫  

其中 L 是球面 2 2 2 2x y z a+ + = 与平面 0x y z+ + = 的交线，从 z 轴正向看出 L 取逆时针方

向。 

 
解法１ 取Ｌ的参数方程为： 

2
cos sin , cos sin , sin

2 6 2 6 6
a a a a a

x t t y t t z t= + = − + = − ， (0 2 )t π≤ ≤ ， 

所以 

 

2

0

2 2 2 2 2

0

2
cos sin , cos sin , sin

2 6 2 6 6
3 3

[( cos sin )( sin cos ) ( sin cos )
2 6 2 6 6 2

2 2
( sin cos ) ( cos )( cos )]

2 6 2 6

( 3sin 3cos ) 2 3

a a a a a
x t t y t t z t

a a a a a a
I t t t t t t

a a a a
t t t t dt

a t t dt a

π

π
π

= + = − + = −

= − + − + + − −

+ + −

= − + = −

∫

∫

g
 

解法二 为求Ｌ的切向量τv，先求出平面与球面的法向量为： 

1 2,N i j k N xi yj zk= + + = + +
v vv vv v v v

 

所以Ｌ的切向量T
v
为： 

1 2 ( ) ( ) ( )T N N z y i x z j y x k= × = − + − + −
vv v v v v

 

由图可以看出T
v
的方向与Ｌ的方向一致，由此得 

2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

z y i x z j y x k

z y x z y x
τ

− + − + −
=

− + − + −

vv v
v

 

于是有 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

[( )cos , ( )cos , ( )cos , ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3( ) ( ) 3

L

L

L

L L

z y i x z j y x k

z y x z y x

I y z x z x y x y z ds

z y x z y x
ds

z y x z y x

z y x z y x ds

x y z x y z ds ad

τ

τ τ τ

− + − + −
=

− + − + −

= − < > + − < > + − < >

− + − + −
= −

− + − + −

= − − + − + −

= − + + − + + = −

∫

∫

∫
∫ ∫

vv v
v

22 3s aπ= −

 



2.第二型曲面积分 

 
 对于空间的曲面，很多的情形我们可以区分出它的侧。例如，在区域Ｄ定义的连续曲面，

( , )z f x y= ，我们可以说出它的上侧与下侧。对球面 2 2 2 2x y z R+ + = ( 0)R > 可以说出它

的内侧与外侧。是不是所有的曲面都有侧呢？ 首先我们看上面的例子，假设曲面Ｓ：

( , )z f x y= 是光滑的，那么 S 上每点 M有两个相反的法向量 n± v
,其中一个与 z 轴夹角

2
π

< ，

我们称这个法向量为上侧的法向量。由于nv的连续性，若Ｍ在曲面上沿任意的光滑曲线连续

变动让法向量 ( )n Mv
也连续地变化，只要Ｍ不越过Ｓ的边界，当它回到 0M 时， ( )n Mv

也回

到了 0( )n Mv
。对球面也一样，从一点出发的法线经过任何闭曲线而连续变化时，当它回到

起点时，它又回到了起始的法向量。 
 是不是所有的曲面都有此性质呢？著名的牟比乌斯()带就不具有此性质。我们取一长方

形带子 ABCD，先扭曲180o，然后 A 与 C，B 与 D 粘合起来得到一条封闭的带子。此带子

就称为牟比乌斯带。若在此带子上某一点取定一法向，然后沿中心线走一圈，回到该点时，

法向则完全改变了方向。 
 因此我们称法线沿着曲面上不越过边界曲线的闭曲线回到起点时不改变方向的曲面为

双侧曲面，否则就称为单侧曲面。 
 球面与常见曲面都是双侧曲面，而牟比乌斯带则为单侧曲面。今后我们主要涉及的曲面

都为双侧曲面。 
 对于双侧曲面来说，在曲面上一点确定一个法线的方向即确定了曲面的一侧。例如，设

光滑曲面Ｓ由函数 

( , ) ( , )z f x y x y D= ∈  

确定，在曲面上任意一点有确定的法线，曲面Ｓ的单位法方向为 

2 2 2 2 2 2

1
(cos ,cos ,cos ) , ,

1 1 1
yx

x y x y x y

ff

f f f f f f
α β γ

 −− = ±
 + + + + + + 

 

由曲面的光滑性推知，当上式取定了正负好时，三个分量即是 ( , )x y 的连续函数。及法向量

随点的位置连续变动，从而正负号的选取就确定曲面的一侧。例如，当 cos 0γ > 时，说明

法向与 z 轴正向的夹角为锐角，即得到了曲面的上侧，若cos 0γ < ，即得到了下侧。 

 对于参数方程 

( , ), ( , ), ( , ) ( , )x x u v y y u v z z u v u v D= = = ∈  

确定的双侧光滑曲面，设 A,B,C 由上节中定义，则曲面上的法向量 

  
2 2 2 2 2 2 2 2 2

, ,
A B C

n
A B C A B C A B C

 
= ±  

+ + + + + + 

v
 



同理取定正负号，由 A,B,C 的连续性也就确定了一侧。对于封闭曲面，有时要考虑内侧和

外侧。例如，当我们考虑球面 2 2 2 2x y z R+ + = 时，它的外侧在 0z ≥ 部分是曲面的上侧，

而在 0z < 的部分是它的下侧。同理在 0y ≥ 的部分是曲面的右侧，而在 0y < 的部分是曲面

的左侧。 
 有了对曲面的侧的了解，我们现在来引进第二型曲面积分的概念。为此，我们先来看一

个物理问题。 
 设空间有一流体场，为了方便起见，假定该流体场与时间无关，它的速度vv 与位置有关，

即 

( , , ) ( , , ) ( , , )v P x y z i Q x y z j R x y z k= + +
vv vv

 

现假定空间有双侧曲面Ｓ，要求我们求出流体流过Ｓ的流量。 

 我们取定Ｓ的一侧为正侧，其对应的单位法向量 (cos ,cos ,cos )n α β γ=v
的每个分量都

是 ( , , )x y z 的连续函数。设 ( , , )v P Q R=v
中的 , ,P Q R 也是 ( , , )x y z 的连续函数。现在我们

来求流体单位时间从负侧流向正侧的流量。 

 我们首先给Ｓ的一个分划 1, nS SV LV ,其面积仍记为 iSV 。任取 ( , , )i i i iSξ η ς ∈V ，这点的

流向量为 ( , , )i i iv ξ η ςv
，法向量为 ( , , )i i in ξ η ςv

。当 iSV 的直径很小时，将 iSV 看成是点

( , , )i i iξ η ς 的切平面上的一小块区域，且这一小块区域上的流速也看成是常数 ( , , )i i iv ξ η ςv
。

这时流过切平面这一小块的流量应该是 

( , , ) ( , , )i i i i i i iv S nξ η ς ξ η ςv vV g  

 从而整个流量可近似等于 

1

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

i i i i i i i

n

i i i i i i
i

v S n

v n

ξ η ς ξ η ς

σ ξ η ς ξ η ς
=

= ∑

v vV g

v v  

当
1
max

i n
λ

≤ ≤
= ｛ iS 的直径｝ 0→ 时，上述和的极限应是σ 的精确值。 

 把上述向量内积用分量形式表示出来，我们有 

( , , ) ( , , )
( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos
i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

v n S
P S Q S R S
ξ η ς ξ η ς

ξ η ς α ξ η ς β ξ η ς γ= + +

v v V
V V V

 

以上的cos iSαV ，cos iSγ V 和cos iSβV 分别可以看成曲面 iSV 在 yz 平面， zx 平面和 xy 平

面的投影的面积。若前面 cosα （cos β ， cosγ ） 0> ，这该面积为正值，否则为负值。

因此它们可以认为是有向投影面积。 
 因此我们可以引入以下定义。 



定义 设函数 ( , , )f x y z 在光滑双测曲面Ｓ上有定义。给定曲面的一侧，及给定了Ｓ上每

点的法向量 ( , , ) (cos ,cos ,cos )n x y z α β γ=v
，任给Ｓ的一个分划 1, nS SV LV ,我们同时用 

iSV 记 iSV 的面积。在 iSV 上任取一点 ( , , )i i iξ η ς ，及 cos iγ 为cosγ 在 ( , , )i i iξ η ς 的取值，

cosi i iD S γ=V V ，并且记
1
max

i n
λ

≤ ≤
= ｛ iS 的直径｝，作和 

1

( , , )
n

i i i i
i

f Dξ η ς
=

∑ V  

如果当 0λ → 时，上式存在不依赖分划及 ( , , )i i iξ η ς 选取的极限 I ，则称 I 为 f 在 S 上指定

侧对 ,x y 的第二型曲面积分。记为 

( , , )
S

f x y z dxdy∫∫  

同理我们可以定义 ( , , )
S

f x y z dydz∫∫ ( , , )
S

f x y z dzdx∫∫ ． 

 
在以上流量问题中，所求流量即为以下积分 

( , , ) ( , , ) ( , , )
S

P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy+ +∫∫  

在许多问题中，我们以后都会将这三个积分一并加以考虑． 
 
 关于第二型曲面积分的计算，由于我们有 

( cos cos cos )
S S

Pdydz Qdzdx Rdxdy P Q R dsα β γ+ + = + +∫∫ ∫∫  

而等式的右端已是第一型曲面积分，因此，当光滑双测曲面是由 

( , ), ( , ), ( , ) ( , )x x u v y y u v z z u v u v D= = = ∈  

给出时 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
cos , cos , cos

A B C

A B C A B C A B C
α β γ

± ± ±
= = =

+ + + + + +
 

由此得到 

( , , ( , ))
S D

Pdydz Qdzdx Rdxdy R x y z x y dxdy+ + =∫∫ ∫∫  

其中最后的式中的函数都要用参数方程代入。 
 特别地，若Ｓ是光滑双侧曲面 

( , ) ( , )z f x y x y D= ∈  

时 



( , , ( , ))
S D

Rdxdy R x y z x y dxdy= ±∫∫ ∫∫  

积分号前取“＋”号为 S 上侧的积分，去“－”号为 S 下侧的积分。 
 
例１． 计算第二型曲面积分 

S

I xdydz ydzdx zdxdy= + +∫∫  

其中 S 是顶点为(1,0,0),(0,1,0) 和 (0,0,1) 的三角形的下侧。 

解法一 曲面Ｓ的方程为 

1x y z+ + =  

取定法向量的方向余弦为： 

      
1

cos cos cos
3

α β γ= = = −  

将 I 化为第一型曲面积分得 

      
1 1

23 3S S

x y z
I dS dS

+ +
= − = − = −∫∫ ∫∫  

解法二 由对称性得 

0, 0
1

1 1 1 2

0 0 0

3 3 (1 )

3 1
3 (1 ) (1 )

2 2

S x y
x y

y

I zdxdy x y dxdy

dy x y dx y dy

≥ ≥
+ ≤

−

= = − − −

= − − − = − − = −

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫
 

例２．计算第二型曲面积分 

      2 2 2

S

I x dydz y dzdx z dxdy= + +∫∫  

其中Ｓ是 2 2 2 2( 0)x y z R z+ + = ≥ 的上侧。 

 解 因Ｓ是关于 yz 平面对称的上半平面，所以Ｓ上关于 yz 平面对称的元素 iSV 在 yz

平面上的有向投影 iσV 正好抵消，被积函数关于 x 是偶函数，所以 

2 0
S

I x dydz= =∫∫  

同理得 

       2 0
S

I y dydz= =∫∫  

于是有 



2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 4

0 0

( )

( )
2

S x y R

R

I z dydz R x y dxdy

d R r rdr R
π π

θ

+ ≤

= = − −

= − =

∫∫ ∫∫

∫ ∫
 

例３．计算第二型曲面积分 
2 2 2

S

I x dydz y dzdx z dxdy= + +∫∫  

其中Ｓ是椭球面
2 2 2

2 2 2 1
x y z
a b c

+ + = 的外侧。 

解 S 的参数方程为 

cos sin , sin sin , cosx a y b z cθ ϕ θ ϕ ϕ= = =  

参数变化域 {( , ) : 0 2 , 0 }D θ ϕ θ π ϕ π= ≤ ≤ ≤ ≤ ，雅可比矩阵为 

sin sin cos sin 0
cos cos sin cos sin
a b

a b c
θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ ϕ
− 

 − 
 

由此求出 

    2 2cos sin , sin sin , sin cosA b B ac C abθ ϕ θ ϕ ϕ ϕ= − = − = −  

因上半椭球面上一点的法向量的第三个分量大于零和 0C < ，所以计算公式前应取“－”号，
故得 

3 3 3 2 3 3 3 2 3 3

2 2 4 5 2 4 5 2 4

0 0

2 4 5 2 4 52 2 2 2
0 0 0 0

2 4

[ cos cos cos sin sin sin sin sin cos sin cos ]

[ cos sin sin sin cos sin ]

8 cos sin sin sin

cos sin
2

D

I a bc b ac c ab

abc d a b c d

abc a d d b d d

c

π π

π π π π

θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ

θ θ ϕ θ ϕ ϕ ϕ θ

θ θ ϕ ϕ θ θ ϕ ϕ

π
ϕ ϕ

= ⋅ + ⋅ + ⋅

= + +


= +



+

∫∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

2 2 22
0

4
( )

5
d abc a b c

π

ϕ π


= + +


∫
 
 

习题 

 
1． 求下列第一型曲线积分： 

1） 2 2

L
x y ds+∫ ，L 为圆周 2 2x y ax+ = ； 

2） 2

L
y ds∫ ，L 为摆线的一拱： ( sin ), (1 cos ) (0 2 )x a t t y a t t π= − = − ≤ ≤ ； 

3）
4 4

3 3( )
L

x y ds+∫ ，L 为内摆线：
2 2 2

3 3 3x y a+ = ； 



4）
L
xyzds∫ ，L 为螺线： cos , sin , (0 2 )(0 )x a t y a t z bt t a bπ= = = ≤ ≤ < <  

2． 计算第一型曲线积分： 

1） ( )
L

xy yz zx ds+ +∫ ，L 为球面 2 2 2 2x y z a+ + = 与平面 0x y z+ + = 的交线； 

２）
L
xyds∫ ，L 同上。 

３．设 ( , )f x y 在 L 上连续，L 是一闭的逐段光滑简单曲线，证明： 

    
2 2

1
( , ) ( , )log

( ) ( )L
u x y f ds

x y
ξ η

ξ η
=

− + −
∫Ñ  

当 2 2x y+ →+∞ 时趋于零的充要条件是 

( , )
L

f dsξ η∫Ñ  

4． 求球面 2 2 2 2x y z a+ + = 包含在柱体 2 2 1( 1)z x a+ ≤ > 那部分的面积。 

5． 求曲面 2 2 2 21, 1x y x z+ = + = 围成立体的表面积。 

6． 求下列第一型曲面积分： 

1） 2 2 2 2( ) , : , 0
S

x y z dS S x y z a z+ + + + = ≥∫∫ ； 

2） 2 2( )
S

x y dS+∫∫ ，S 为立体 2 2 2x y z+ ≤ ≤ 的边界面； 

3） | |
S

xyz dS∫∫ ，S 为曲面 2 2z x y= + 被平面 1z = 割下的部分； 

4） 2

S

z dS∫∫ ，S 为螺旋面 cos , sin , (0 , 0 2 )x u v y u v z v u a v π= = = ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

7． 试求球面 2 2 2 2x y z R+ + = 的质量，如果它在各点处的面密度等于 

1） 这点到 z 轴的距离； 
2） 这点到 z 轴距离的平方； 

8． 求下列第二型曲线积分： 

1) 
»AB

ydx xdy−∫ ,其中 »(1,1), (2,4),A B AB为连接 A,B的直线段; 

2) 
»

2( 2 ) ( 2 )
AB

x xy dx y x y dy− + −∫ ,其中 »AB 为连接 (0,0), (2,4)A B 的抛物线 2y x= ; 

3) 
»

( )
AB

x y dx xydy+ +∫ ,其中 »AB 为连接 (0,0), (2,0)A B 的折线 1 |1 |y x= − − ; 

4) 2 2 2( ) ( )
L

x y dx x y dy+ + +∫Ñ ,L 为圆周 2 2x y ax+ = ,取逆时针方向. 

9. 计算第二型曲线积分 



2 2L

xdy ydx
I

x y
−

=
+∫Ñ  

1) L: 2 2 2x y a+ = ,取逆时针方向; 

2) L: | | 1, | | 1x y≤ ≤ 的边界,取逆时针方向. 

10. 设 ,P Q 为 »AB 上的连续函数,光滑曲线 »AB 有长度 l ,证明: 

»AB
Pdx Qdy M l+ ≤ ⋅∫  

其中
»

2 2

( , )
max
x y AB

M P Q
∈

= +  

11. 求下列第二型曲线积分: 

1)
»

( ) ( ) ( ) ,
AB

x y dx y z dy z x dz− + − + −∫ »AB 为 连 接 (0,0,0)A 和 (1,1,1)B 的 曲 线

2 3, ,x t y t z t= = = ; 

2) 
»

2 2 2 ,
AB

y dx z dy x dz+ +∫ »AB 为 连 接 ( ,0,0)A α 和 ( ,1,2 )B rα π 的 曲 线

cos , sin ,x a t y t z rtβ= = = ( , , rα β 为正数) 

12. 求第二型曲线积分 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )
L

I y z dx z x dy x y dz= − + − + −∫  

1) L为球面三角形 2 2 2 1, 0, 0, 0x y z x y z+ + = ≥ ≥ ≥ 的边界线,从球的外侧看去,L的

方向为逆时针; 

2) L 是球面 2 2 2 2x y z a+ + = 和柱面 2 2 ( 0)x y ax a+ = > 的交线位于 xy 平面上方部

分,从 x 轴正向看去,L 的方向为逆时针. 
13. 求第二型曲面积分 

3

S

z dxdy∫∫  

S 为球面 2 2 2 2x y z R+ + = 的外侧. 

14. 计算第二型曲面积分 

32 2 2 2( )S

xdydz ydzdx zdxdy
I

x y z

+ +
=

+ +
∫∫  

S 为球面 2 2 2 2x y z a+ + = 的外侧. 

15. 求下列第二型曲面积分: 



1) 2 2 2

S

I x dydz y dzdx z dxdy= + +∫∫ ,S 是立体 0 , 0 , 0x a y b z c≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 边界面的外

侧; 

2) 
S

I xdydz ydzdx zdxdy= + +∫∫ ,S 是球面 2 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c R− + − + − = 的上半部分

的上侧; 

3) 
S

dydz dzdx dxdy
x y z

 
+ + 

 
∫∫ ,S 为椭球面

2 2 2

2 2 2 1
x y z
a b c

+ + = 的外侧; 

4) 2 2 2

S

I x dydz y dzdx z dxdy= + +∫∫ ,S 是锥面 2 2 2(0 )x y z z h+ = ≤ ≤ 所示部分的下侧. 

 


