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*第九章   Grassmann 代数与微分形式 

 

上一章多重积分中, 面积和体积微元是有方向性的, 即与坐标顺序有关, 但表达式

dxdy 等并不反映它的方向性. 在作变量替换时 dudv
vu
yx

dxdy
),(
),(

∂
∂

= , 要出现一个 Jacobi行

列式, 这显然也不能从通常的实数乘法推导出来. 这一章我们将用 Grassmann 代数工具将这

一乘法讲清楚. 事实上面积微元dxdy 应该用 Grassmann 代数中乘法（外积）来定义 dydx? , 

这样既解决了方向性问题 : dydxdxdy ?? −= , 又能很自然地推出变量替换时的公式. 在

更高维数时它也适用.  

 
§7.1 Grassmann代数与微分形式 
 
1.1 Grassmann 代数 
 

在 n 维线性空间中取定一组基 { }nee ,,1 L , 对任何两个向量 nnexexx ++= L11 和

nneyeyy ++= L11 , 我们定义一个乘法 yx? , 将n 维线性空间扩张为一个代数. 为此我

们只要规定好基向量之间的乘法, 它们由下面定义 

1） ;,,2,1,0 niee ii L==?  

2） ;()( kjikji eeeeee )???? =   （结合律） 

3） ;01 ≠nee ??L   （非退化） 

4） ;ijji eeee ?? −=   （非交换） 

在这个线性运算和乘法下我们得到一个代数, 称为 Grassmann 代数, 记为 nG .  

例 1: 3G 中有基元素 
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它是 823 = 维的. 比如其中有两个元素 332211 ececec ++ 和 332211 ededed ++ , 它们的外

积 
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如果有三个元素 332211332211 , ebebebeaeaea ++++ 和 332211 ececec ++ , 它们三者的外

积 
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例 2: nG 中有基向量 n2 个, 分阶表示为 
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每个子空间 kΛ （称为k 阶元素）维数为 k
nC , 总维数为 n

n

k

k
nC 2

0

=∑
=

. 显然有 

lkl +Λ⊂ΛΛ ?k ,  

即k 阶元素与 l阶元素的外积是 lk + 阶元素, 如果 nlk >+ 时, 外积为 0.  

nG 是个非交换、不可除但结合的代数, 也称为外代数.  

 

1.2 nR 中微分形式 

 

在 nR 的微分学中, 我们有n 个基本一阶微分元素 ndxdx ,,1 L . 令 

nn edxedxedx === ,,, 2211 L , 

则所有 nR 中微分形式恰好形成一个 Grassmann 代数 nG . 按 nG 的结构, nR 中的微分形式

分为 1+n 个不同阶的微分形式, 分别称为 0-形式, 1-形式, L , n -形式. 它们的基本形式分
别为 
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例如 1Λ 中元素一般可写为 

nn dxxfdxxf )()( 11 ++L ,  

它就是我们熟知的 1 阶（微分）形式, 它有形式不变性, 即在坐标变换下, 形式不变. 2Λ 中

元素一般可写为 

∑
< ji

jiij dxdxxf ?)( .  

当 3=n 时, 有一个数值函数 ),,()( 321 xxxfxf = , 它就是一个 0-形式; 它的微分

332211 )()()( dxxfdxxfdxxf ′+′+′ 是一个 1-形式 ; 再有一个向量值函数 ),,( RQP , 则

211332 dxRdxdxQdxdxPdx ??? ++ 就是一个 2-形式, 由它可生成一个 3-形式 

( ) 321321
dxdxdxRQP xxx ??′+′+′ .  

一般地, 两个微分形式 
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我们用 Grassmann 中乘法? 定义它们的外积 ηξ? , 它也是一个微分形式.  

 
1.3 外微分 

 
对于一个微分形式, 我们可定义它的外微分.  

定义: 令 k

niii
iiii

k

kk
dxdxxf Λ∈= ∑

≤<<<≤ L
L L

21

11
1

)( ??ω , 定义它的外微分如下 
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例 1: 在 nR 中 0)( Λ∈xf , 则 
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它就是通常的函数的一阶微分式, 是个 1-形式.  

例 2: 1
11 )()( Λ∈++= nn dxxfdxxf Lω , 则 
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它是一个 2-形式.  

例 3: 在 2R 中 1),(),( Λ∈+= dyyxQdxyxPω , 则 
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例 4: 在 3R 中 1),,(),,(),,( Λ∈++= dzzyxRdyzyxQdxzyxPω , 则 
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后一种表达式对 3R 是一种偶然, 对一般 nR 没有这么简捷的表达式.  

例 5: 在 3R 中 2),,(),,(),,( Λ∈++= dydxzyxRdxdzzyxQdzdyzyxP ???ω , 则 
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如果 ),,( RQPF =
v

是三维空间中的一个向量场, 比如流体运动的速度场, 电磁波中的

电场强度或磁场强度, 或一个力场, 用 
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zyx
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称为向量场的散度, 也记为 F
v

div , 它的物理意义是“源泉密度”. 在流体力学中, 0div >F
v

表示该点是“源泉”（出水之处）, 0div <F
v

时表示该点是“源尾”（漏水之处）; 在电场中, 

0div >F
v

表示正电荷密度, 0div <F
v

表示负电荷密度.  
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称为向量场的强度, 它不是一个向量场, 记为 F
v

curl 或 F
v

rot , 它的物理意义是“旋涡密度”.  

一个向量场 F
v

, 若 0div =F
v

, 称为无源场, 如静磁场就是, 即熟知的不存在单独磁北

极或磁南极; 若 0curl =F
v

, 称为无旋场, 如静电场就是, 即不存在封闭的静电力线.  

),,( zyxF 是一个数值函数, 也称为一个数量场, 
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F ,, 称为它的梯度, 

它是一个向量场, 其方向表示 ),,( zyxF 增加最大的一个方向, 大小表示在该方向上的变化

率.  

命题: 外微分有如下性质:  

1） 2121 )( ωωωω ddd +=+ ;  

2） ωω kdkd =)( 2 ;  

3） lkk ddd Λ∈Λ∈−+= ηωηωηωηω ,,)1()( ??? ;  

4） kΛ∈ω , 则 0)( 2 == ωω ddd .  

证明: 1）, 2）表明外微分是个线性运算, 证明是简单的, 从略.  

3）是微分中链锁法则的推广, 我们只需对 
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来证明, 一般情况结果 1）, 2）线性性质可得到. 按定义 

lk jjii dxdxdxdxxbxa ?????? LL
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)()(=ηω .  

再由外微分定义 

( )

( )

.)1(

)(
)()1(

)(

)(
)(

)(
)()(

11

11

11

1

1

1

ηωηω

ηω

dd

dxdxdx
x

xb
dxdxxa

dxdxdxdxdx
x

xa

dxdxdxdxdx
x

xb
xa

x
xa

xbd

k

jj

n

s
s

s
ii

k

jj

n

s
iis

s

n

s
jjiis

ss

lk

lk

lk

??

??????

??????

???????

−+=









∂

∂
−+









∂

∂
=









∂

∂
+

∂
∂

=

∑

∑

∑

=

=

=

LL

LL

LL

 

4）如果 0)( Λ∈xa , 则 
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定义: kΛ∈ω ,  

1） 若 0=ωd , 称ω 为闭微分形式;  

2） 若 1−Λ∈∃ kη , 使得 ωη =d , 称ω 为恰当形式或正合形式.  

显然, 恰当形式⇒闭形式, 因为 0)( == ηω ddd . 但闭形式不一定是恰当形式, 看反

例:  

{ })0,0(\, 2
2222 R=Ω

+
+

+
−= dy

yx
x

dx
yx

y
ω .  

容易验证 0=ωd , 但不存在 0Λ∈η , 使得 ωη =d .  

如果 =Ω 右半平面, 令 0arctg Λ∈=
x
y

η , 使得 ωη =d , 表明这时ω 是恰当形式.  

 
§7.2 微分形式的拉回 
 
2.1 微分形式的拉回映射 
 

设 nR⊂Ω 为一区域, 记Ω 上的 r 次正则的k -形式为 )(ΩΛk
r , 即 
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L L??ω .  

设 mD R⊂ 也是一区域, 多元向量值函数 

Ω→= Dux :)(ϕ .  

微分形式ω 在 )(ux ϕ= 下的变量替换称为ω 的拉回, 严格的定义如下.  

定义: 给定 mkDCnmDux r ≤∈≤Ω→= + ),(),(:)( 1ϕϕ , 则称微分形式 
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是ω 经ϕ 的拉回.  

性质: 拉回映射 )()(:* DD k
r

k
r Λ→Λϕ 有如下性质.  

1） 2121 **)(* ωϕωϕωωϕ +=+ ;  

2） )()(
1

mkdxdxxa
kii ≤= ?? Lω , 则 
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3） mlkDD l
r
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r ≤+Λ∈Λ∈ ),(),( ηω , 则 
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4） 1),(),()( 1 ≥Λ∈∈= + rDDCux k
r

r ωϕ , 则 
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5） ),(,:)( 1 GCDGtu rml +∈⊂→⊂= ψψ RR   

,),(,:)( 1 nmlDCDux rn ≤≤∈⊂Ω→= +ϕϕ R  

lkDk
r ≤Λ∈ ),(ω , 则 
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证明: 1）是平凡的.  
2） 的证明. 由定义 
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这里关键是用了线性代数中 kk × 行列式
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3） 的证明. 不妨设 
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这就是一阶微分形式不变性.  

当 0>k 时, 令 ,)(
1 kii dxdxxa ?? L=ω  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

[ ]
[ ]

).(*

*

**)(*

***

**)*()*(

,***

))((

))((*

1

1

1

1

1

1

1

ωϕ

ϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕωϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕωϕ

d

dxdxda

dxdxda

xdxdda

xdxdadd

xdxda

xdxdua

ddua

k

k

k

k

k

k

k

ii

ii

ii

ii

ii

ii

ii

=

=

=

+

=

=

=

=

???

???

???

???

???

??

??

L

L

L

L

L

oLo

L

 

5） 的证明. 设
kii dxdxxa ??L
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)(=ω , 由 
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2.2 重积分的换元公式  

 

定义: nR⊂Ω 为定向区域, )()( 021 ΩΛ∈= n
ndxdxdxxf ??? Lω , 定义 
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换元公式: nnDux RR ⊂Ω→⊂= :)(ϕ 为微分同胚变换（1–1 对应, 正、反变换都

光滑可微, 即 1C ）, 且取定D的定向, )(0 ΩΛ∈ nω , 则 
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我们得到变量替换公式 
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与二重积分变量替换不同之点是 , 这里我们考虑的是有向区域 Ω 和 D , 微分形式

dydxyxf ?),( 也是有方向定义的（反方向时 dydxyxfdxdyyxf ?? ),(),( −= ）, 所以

Jacobi 行列式
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就不必取绝对值, 它的正负号恰好与 D,Ω 和ω 的定向相协调.  

同理在 3R 中 
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D

??

??

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

⋅= ∫∫∫∫∫∫
Ω

 

这里解释了面积微元和体积微元dxdy 与dxdydz的正确理解应该 1）有定向的, 2）其间

的乘法不是通常的乘积, 而应该是 Grassmann 代数中的乘积? . 这样当作变量替换时, 自然

地也就采用微分形式的拉回映射, 出现的 Jacobi 矩阵正是拉回映射性质 2）中的矩阵.  

 
§7.3 微分流形  
 

先看一个最简单的例子: 平面上的单位圆周Τ . 

我们想给它一个坐标系, 之后就可以在上面定

义函数, 以及微分形式, 从而可以求积分. 但是无论

怎样做, 不可能给出一个整体坐标. 通常用 





=
=

θ
θ

ϕ
sin
cos

:
y
x

,   πθ 20 ≤≤ .  

{ })0,1(\)2,0(
11

Τ∴
对应−

→←ϕπ .  

ϕ 是 )2,0( π 与 { })0,1(\Τ∴ 之间一个微分同胚, 我们可以把 )2,0( πθ ∈ 看作 { })0,0(\Τ∴ 上一

个坐标. 但找不到 Τ 与 R 上一个区间之间的微分同胚. 我们可以退一步, 我们可以用两块

大半弧复盖Τ , 每一块是个开集, 可以与 ),( δδ− 建立微分同胚 . 这样我们就可以借助于

),( δδ− 给出Τ 的局部坐标. 当然这须要在两大半弧相交之处, 微分同胚应该具有一种协调

关系.  

定义: nS R⊂ , 如果存在局部坐标系{ }),( αα ϕU , 其中 αU 是 S 的开集, 且 α
α

US U= , 

)(),(: ααααααα ϕϕϕ UVUU =→ 为 kR 中开集, nk ≤ , αϕ 是微分同胚映射, 则称 S 为

k 维流形.  

k 维流形是局部与 kR 中开集微分同胚的集合 S , 它是 nR 上的 k 维光滑超曲面. 通常

我们设 S 是连通的. kk xxxx ),,,,( 21 L=αϕ 称为局部坐标函数, αααϕ UV →− :1 为 S 的局

             y 
           1 
 
 
 
           0        1   x 
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部坐标表示.  

k 维流形的切空间: αααϕ VU →: 可以看成 nR 上某个开集上 1C 函数 αΦ 到 αU 的限

制: 
αααϕ UΦ= . 复合函数 αααααα α

ϕϕϕ VVidV →==Φ −− :11 oo 是个恒等. 取系数, 得 

kkIDD ×
− =⋅Φ 1
αα ϕ .  

这说明 1−
αϕD （即 1−

αϕ 的 Jacobi 矩阵）在 αV 上每一点秩 k= , 所以有k 个线性无关切向量

),,2,1(
1

kj
x j

L=
∂

∂ −
αϕ

组成 αU 中相对应点的切空间一组基, 这样我们就给出 S 上每一点切

空间的定义. 标架 







∂

∂
∂

∂ −−

kxx

1

1

1

,, αα ϕϕ
L 给出 S 上每一点切空间的一个定向.  

k 维流形 S 的定向 : S 上两个局部坐标系 ),( αα ϕU 和 ),( ββ ϕU 如果相交 , βα UU I  

∅≠ . 在 βα UU I 上, )~,,~(),,,( 11 kk xxxx LL == βα ϕϕ , 考虑复合映射 

:1−
αβ ϕϕ o ( ) ( ) 1~, CxxUUUU ∈→ aII βαββαα ϕϕ ,  

它的逆 

:1−
βα ϕϕ o ( ) ( ) 1~, CxxUUUU ∈→ aII βααβαβ ϕϕ ,  

所以有 

0
),,(
)~,,~(

1

1 ≠
∂
∂

k

k

xx
xx

L
L

 及 0
)~,,~(
),,(

1

1 ≠
∂
∂

k

k

xx
xx

L
L

.  

它们的符号规定了 S 的定向.  

定义: nS R⊂ 为k 维微分流形（ nk ≤ ）, 如果存在一组局部坐标系{ }),( αα ϕU , 满足

α
α

US U= , 对任意 ∅≠βα UU I , 令 )~,,~(),,,( 11 kk xxxx LL == βα ϕϕ , 总有 

0
),,(
)~,,~(

1

1 >
∂
∂

k

k

xx
xx

L
L

,  

则称 S 是定向的.  
 

例 1: 3R 中单位球面 { }1),,( 2223 =++∈= zyxzyxS R 即为一个可定向的二维微

分流形.  

证明: 用如下方法选{ } 61,),( ≤≤ iU ii ϕ .  
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{ } { }
{ } { }
{ } { }
{ } { }
{ } { }
{ } { }.1),(,0,1),,(

,1),(,0,1),,(

,1),(,0,1),,(

,1),(,0,1),,(

,1),(,0,1),,(

,1),(,0,1),,(

22
6

222
6

22
5

222
5

22
4

222
4

22
3

222
3

22
2

222
2

22
1

222
1

<+=<=++=

<+=<=++=

<+=<=++=

<+=>=++=

<+=>=++=

<+=>=++=

xzxzDyzyxzyxU

zyzyDxzyxzyxU

yxyxDzzyxzyxU

xzxzDyzyxzyxU

zyzyDxzyxzyxU

yxyxDzzyxzyxU

 

iiiii DUU =→ )(: ϕϕ .  

( )
( )
( )
( )
( )
( ).,1,),(),,(),,(

,,,1),(),,(),,(

,1,,),(),,(),,(

,,1,),(),,(),,(

,,,1),(),,(),,(

,1,,),(),,(),,(

221
66

221
55

221
44

221
33

221
22

221
11

zzxxzxzxzyx

zyzyyzyzzyx

yxyxxyxyzyx

zxzxxzxzzyx

zyzyzyzyzyx

yxyxyxyxzyx

−−−==

−−−==

−−−==

−−==

−−==

−−==

−

−

−

−

−

−

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

 

比如 ),(),(, 1
1212 yxzyUU −=∅≠ ϕϕ oI .  





−−=
=

,1
,

22 yxz
yy

      Jacobi 0
10

>=−−=
z
x

x
y

z
x

zz
yy

yx

yx
.  

又比如 ),(),(, 1
4664 xyzxUU −=∅≠ ϕϕ oI .  





−−−=
=

,1
,

22 yxz
xx

      Jacobi 0
10

>=−−=
z
y

z
x

z
y

zz
xx

xy

xy
.  

类似地可以验证
1, −∅≠∀ ijji UU ϕϕ oI 的 Jacobi 行列式 0> . 所以S 为可定向的. 如果

取定一个定向, 通常采用比较“自然”的方法 . 在上半球面一点取定切平面定向为









∂

∂
∂

∂ −−

yx

1
1

1
1 ,

ϕϕ
, 再取外法线nv , 这样 








∂

∂
∂

∂ −−

n
yx

v
,,

1
1

1
1 ϕϕ

成右手系, 这就取定了 S 的定向, 

这时我们可简单地说取 S 的外法向为其定向.  
 
§7.4 微分流形上微分形式的积分 
 
4.1 单位分解 

 

设 S 为k 维可定向的微分流形, D是 S 上紧集（任何开复盖都有有限子复盖）. 如果S

本身是紧的, D可取作 S .  
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定理 : S 为 k 维可定向的微分流形, SD ⊂ 为紧集 , 则在 S 上存在局部坐标系

),( iiU ϕ  

),,2,1( ni L= , 使 U
n

i
iUD

1=

⊂ 和单位分解, 即存在n 个函数 0)( ≥xg i , 满足 

1） 1−
ii gg o 在 )( ii Uϕ 上属于 niC ,,2,1,1 L= ;  

2） Dxxg
n

i
i ∈≡∑

=

,1)(
1

;  

3） { } niUxgSxg iii ,,2,1,0)(supp L=⊂≠∈= , 称 igsupp 为 ig 的支集.  

证明: 由 S 定义, Sx ∈∀ , 存在x的一个邻域 xU , 与 kR 一个开集V 微分同胚. 对V

经平移、伸缩变换后, 总可取单位球 { }1),,( 22
111 <+= kk uuuuV LL 包含在V 内, 再经逆

变换得 xU 中邻域, 仍记为 xU , 即有微分同胚映射 1: VU xx →ϕ . 记
2
1V 为半径为

2
1
的球:  

4
122

1 <+ kuu L , 和 ( )
2
1

1~
VU xx

−= ϕ . 则开集{ }SxU x ∈
~

构成 D 的一个开复盖 , D 紧的, 存

在有限子复盖 { }nUU
~

,,
~

1 L . 特别{ }nVV ,,1 L 更复盖 D . 若 SD ≠ , 则开集 U
n

i
iU

1

~

=

=Ω , 满

足 SD ⊂Ω⊂ . 对紧集 Ω∂ , 存在{ }pnn UU ++ ,,1 L 复盖 Ω∂ , 且U
p

i
inU

1=
+ 与 D不交. 注意到 

pniVUVU iii +=→→ ,,2,1,
~

,:
2
11 Lϕ .  

考虑实数轴上无穷次可微函数 







≤
>=

−

.0,0
,0,)(

2
1

t
teth

t
 

令 





 −=

2

4
1

)( uhuf , 则 )(uf 在 kR 上无穷次可微, 令 





∉
+=∈

=
.,0

,,,2,1,),(
)(

i

ii
i Ux

pniUxxf
x

Loϕ
ψ  

则 1:)( R→Sxiψ 为 1C 光滑函数, 且 

,,0)(
,,0)(

ii

ii

Uxx
Uxx

∉=
∈>

ψ
ψ

    pni += ,,2,1 L .  
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因 U
n

i
iUD

1

~

=

⊂ , 若 SD = , 当 Dx ∈ 时, 有 

+∞<< ∑
=

n

i
i x

1

)(0 ψ .  

若 SD ≠ , 当 Ω∈x 时, 有 

+∞<< ∑
+

=

pn

i
i x

1

)(0 ψ .  

为统一起见, 约定 SD = 时, 0=p . 再令 










∉

∈
= ∑

+

=

,0

,,
)(

)(

)(
1

i

ipn

i
i

i

i

Ux

Ux
x

x

xg ψ

ψ

    ni ,,2,1 L= ,  

则{ })(xg i 满足定理要求, 称它为{ }iU 的单位分解.  

 
4.2 微分流形上微分形式的积分？？？？ 

 

有了单位分解我们就可以在流形上对微分形式定义积分. 先定义在一个坐标邻域上积

分.  

定义: nS R⊂ 为k 维定向微分流形（ nk ≤ ）, ),( ϕU 为保向局部坐标系（ 1−ϕ 把 kR

的正定向映为 S 取定的方向）. 若 )(0 ΩΛ∈ kω , 且ω 在U 内有紧支集, 定义 

( )∫∫ −=
)(

1 *
UU ϕ

ωϕω .  

可以证明定义不依赖于坐标系的选取, 即对 ),(),,( ψϕ UU 两个保向局部坐标系, 则 

)()(:1 UUF ϕψψϕ →= −o  

是保区域正定向变换, 由重积分换元公式有 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ −−−− ===
)(

1

)(

1

)(

1

)(

1 *****
UUUU

FF
ψψϕϕ

ωψωϕωϕωϕ o .  

现在定义流形 S 上紧集 D上的积分.  

定义 : S 为 nR 中 k 维定向微分流形（ nk ≤ ） , D 为 S 上紧区域 , { }),( iiU ϕ  

ni ,,2,1 L= 为保向且复盖 D 的局部坐标系 , { }n
iig 1= 为关于 { }n

iiU 1= 的单位分解 , 
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)(0 ΩΛ∈ kω , 定义 

∑ ∫∑ ∫∫
==

==
n

i UD
i

n

i D
i

D i

gg
11 I

ωωω .  

定义与局部坐标系的选取和单位分解的选取无关. 事实上, 设另有一组保向且复盖 D

的局部坐标系{ }),( jjV ψ 和从属于它的单位分解{ }m

jjg
1=
, 则有 

.
11 11 1

1 11 11

∑ ∫∑∑ ∫∑∑ ∫

∑∑ ∫∑∑ ∫∑ ∫

== == =

= == ==

===

==

m

j VD
j

m

j

n

i VD
ji

m

j

n

i VUD
ji

n

i

m

j VUD
ij

n

i

m

j UD
ij

n

i UD
i

jjji

jiii

hhghg

ghghg

IIII

IIII

ωωω

ωωω

 

 
§7.5 Stokes 公式 
 

设 M 是一个紧的定向的 n 维微分流形, 令 MD ⊂ 是 M 中的一个连通开子集, D∂ 是

D的边界. 我们假定 D∂ 是一个 1−n 维微分流形. 在 Stokes 定理中我们可以把定义微分流

形的 ∞C 光滑性条件放宽到 1C . 我们假定微分形式也是 1C 的. 在D的定向中导出 D∂ 的定

向.  

定理（Stokes）: 在上述假定下, 对于M 上的 1−n 阶微分形式有 

∫∫ ∂
=

DD
d ωω .  

注: 我们把积分 ∫D
dω 写成一个配对 〉〈 Dd ,ω , Stokes 定理表述为 

〉∂〈=〉〈 DDd ,, ωω .  

即∂ 是 d 的共轭算子: *d=∂ . 

我们在 D的一定条件下证明这个定理. 首先我们证 

引理: 如果对 DP ∂∈∀ , 存在P 的一个坐标邻域U , 使得 

{ }0)( 1 =∈==∂ − nnn xBxBDU Iϕ ,  

且对每个支集在U 上的ω 有 

∫∫ ∂
=

DD
d ωω ,  

则对每一个ω 有 

∫∫ ∂
=

DD
d ωω .  

这引理表明 Stokes 定理事实上是个局部性定理.  
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引理的证明 : 设 M 由坐标邻域 kUU ,,1 L 所复盖, 每一个都满足引理假定, 或者使它

的闭包不碰到 D∂ . 设 kgg ,,1 L 是相应单位分解, 则 

.

,

1

1

∑∫∫

∑∫∫

=
∂∂

=

=

=

k

i
D iD

k

i
D iD

g

dgd

ωω

ωω
 

关键要证 

∑∫∫
=

=
k

i
D iD

gdd
1

)( ωω .  

这是因为 

( )

.

)(

111

1111

ωωωω

ωωωωω

dgddgdg

dgdgdgdggd

k

i
i

k

i
i

k

i
i

k

i
i

k

i
i

k

i
ii

k

i
i

+







=+








=

+=+=

∑∑∑

∑∑∑∑

===

====

??

??

 

但是 1
1

=∑
=

k

i
ig , 所以 0

1

=∑
=

k

i
igd , 因而 

.)(
1

∑
=

=
k

i
igdd ωω  

于是有 

∫∑ ∫∑∫∑∫∫ ∂
=

∂
==

====
D

k

i
D i

k

i
D i

k

i
D iD

ggddgd ωωωωω
111

)( .  

这是因为由引理的假设, 对碰到 D∂ 的那些 iU , 有 

∫∫ ∂
=

D iD i ggd ωω)( ,  

而对闭包不碰到 D∂ 的那些 iU , 有 

0)( == ∫∫ ∂D iD i ggd ωω . 

证毕. 

注: iU 使得 1)( −=∂ nii BDU Iϕ 这一事实 , 把由 M 的定向导出 D∂ 的定向这个问题 , 

简化成由 nB 的定向导出 1−nB 的定向的问题, 即由 1−nB 所界定的并碰到 )(Diϕ 的那一半的

nB 的定向导出 1−nB 的定向. 
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定理（Stokes）: 如果 M 是一个紧的可定向的n 维微分流形, MD ⊂ 是连通开集, 边

界为 D∂ . 若对 DP ∂∈∀ , 存在P 的坐标邻域U , 它的坐标映射 nBU →:ϕ 使得 

1)( −=∂ nBDU Iϕ ,  

则对 M 上任何 1−n 阶微分形式有 

∫∫ ∂
=

DD
d ωω , 

其中 D∂ 定向由 M 定向导出. 

注: 边界 D∂ 本身为 1−n 维流形的那种 D都具有上述性质, 但证明超出了本书范围. 

定理的证明 : 如果 DP ∂∈ , 按定理条件选U , 并设ω 支在U 中. 我们用U 的坐标表

示ω 和 ωd ,  

∑
=

+−
−−=

n

i
niii

i dxdxdxdxa
1

111
1)1( ????? LLω . 

将包含 )( UD Iϕ 的 nB 的那一半伸展到一个 n -立方体, 它的一个面为 0=nx , 则在没有定

义的地方, 假定 1−ϕω o 扩张为 0, 应用累次积分, 得出 

∫∫ ∂
=

DD
d ωω ,  

即满足引理条件, 用引理得到 Stokes 定理. 

当 M 是 nR 中的k 维流形, 非紧, 但D 紧, Stokes 公式也成立. 

下一章要讲的 Green 公式、Gauss 公式和狭义的 Stokes 公式都是这里一般的 Stokes 公式

的特例. 
 
 
习题 
 

1． 设 4321 dxdxdxdx ?? +=ω . 

（1）求 ωω? ; 

（2）求证: 不存在两个一次形式 βα , , 使 ωβα =? . 

2． 设 ,, 131332322121133221 dxdxxxdxdxxxdxdxxxdxxdxxdxx ??? ++=++= ηα  

（1）求 ηα? ; 

（2）求 αη? ; 
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（3） ηα? 是否与 αη? 相同? 为什么? 

3． 设 0,
2
1

1

=+= ∑
≤≤≤

jiij
nji

jiij aadxdxa ?ω . 求证: 

∑
≤<<≤












∂
∂

+
∂

∂
+

∂

∂
=

nkji
kji

j

ki

i

jk

k

ij dxdxdx
x
a

x

a

x

a
d

12
1

??ω . 

4． 设 dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,( ++=ω , 而且 0=ωd . 证明: 

y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

,, . 

5． 寻找一个 )1( −n 次形式η , 使得 

ndxdxdxd ??? L21=η . 

6． 设 dyxydxdxzxdzdzyzdy ??? ++=ω . 

（1）证明ω 是闭形式; 

（2）求一次形式η , 使 ωη =d . 

7． 设 

.),(

,)()()(
,)()()(

33

321132213

332211

RR ⊂Ω′→⊂Ω=

++=
++=

ax

dxdxxbdxdxxbdxdxxb
dxxadxxadxxa

ϕ

η
ω

???  

求证:  

（1） ∑ ∑
= = 












∂
∂

=
3

1

3

1

))(()(*
j

j
i j

i
i du

u
ua

ϕ
ϕωϕ ; 

（2） ∑
≤<≤

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
31

321

321

321

*
ji

ji

jjj

iii

dudu

uuu

uuu

bbb

?

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ηϕ

ooo

; 

（3） 321
321

321
3

1 ),,(
),,(

))(())(([* dududu
uuu

ubua
i

ii ??]?
∂
∂









= ∑

=

ϕϕϕ
ϕϕηωϕ ; 

（4） ][*** ηωϕηϕωϕ ?? = .  

 


