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第二章 函数序列与函数级数 
 
§2. 1  引言 
 

在初等数学中我们有加法和乘法运算, 在微积分中我们引进了新的运算极限 lim, 求导

dx
d

和积分 ∫
b

a
. 在定义这些运算时我们都特别指出其与加法和数乘可交换, 即与加法和数

乘相容. 例如, ( ) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( , ∫∫ =

b

a

b

a
dxxfcdxxcf )()( . 

一个自然的问题是这些运算之间是否可交换顺序, 例如
dx
d

lim 与 lim
dx
d

是否相等. 在多元

积分中我们曾讨论了积分交换顺序的问题, 本章中我们将讨论极限与极限, 极限与积分, 极
限与微分交换顺序的问题.  

从实际应用的角度, 我们往往需要用一个函数 )(xf t 来表示某些变化过程或者运动状态

在时刻 t的情况（假定这个变化过程对时间 t是连续的）. 我们需要了解当t越来越接近某一

关键时刻 0t 时, )(xf t 是怎样变到 )(
0

xf t 的, 或 )(
0

xf t 的许多性质能否通过 )(xf t 得到. 例

如 , 设 )(xf t 都是连续的 , 问 )(
0

xf t 是否连续 , 即 )(limlim)(lim
00

0
0

xfxf t
ttxx

t
xx →→→

= 是否与

)()(lim)(limlim 00 0
000

xfxfxf tt
tt

t
xxtt

==
→→→

相等. 我们这里需要讨论极限交换顺序的问题. 设

)(xf t 都 可 导 , 问 )(
0

xf t 是 否 可 导 , 其 导 数 )(
0

xf t′ 是 否 是 )(xf t′ 的 极 限 , 即






 ′=′

→
)(lim)(

0
0

xf
dx
d

xf
dx
d

tttt 与 )(lim
0

xf
dx
d

ttt→
是否相等, 求导与极限是否可交换 . 又如 , 

∫∫ 




=

→

b

a ttt

b

a t dxxfdxxf )(lim)(
0

0
是否与 ∫→

b

a t
tt

dxxf )(lim
0

相等, 即 ∫∫ =
b

a

b

a
limlim 是否成立.  

 

将我们的问题归纳为数学分析的语言 . 设 )(xf n 是 ],[ ba 上的函数 , L,2,1=n , 

{ })(xf n 称为一函数序列 . 如果 xbax ],,[∈ 固定时序列 { })(xf n 收敛 , 设其极限

)()(lim xfxf nn
=

+∞→
, 则我们得到 ],[ ba 上的函数 )(xf , 称为函数序列 { })(xf n 的极限函数.  

我们的问题是 )(xf n 的性质有多少在取极限后还能保留下来.  

 
连续函数的极限函数可以不连续.  

例 4. 1. 1：令 ]1,0[,)( ∈= xxxf n
n , 则 





=
∈

==
+∞→ ,1,1

),1,0[,0
)()(lim

x
x

xfxfnn
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)(xf 在 1=x 时不连续.  

上例中 1)( −=′ n
n nxxf , 因此 nxf nn

=′
+∞→

)(lim , 因而 +∞→n 时 )(xf n 的速度趋于无穷. 速度

太大, 产生了断裂.  

 
可导函数的极限函数可以不可导.  

例 4. 1. 2：设 ]1,1[−∈x , 令
22

)( xn
n exf −= , 则 





=
≠

=
+∞→ ,0,1

,0,0
)(lim

x
x

xf nn
 

)(xf n 都可导, 而其极限函数在 0=x 处不连续, 因而不可导.  

例 4. 1. 3：令 





−∈=

2
,

2
,

sin
)(

ππ
x

n
nx

xf n , 则 

0)()(lim ≡=
+∞→

xfxf nn
.  

)(xf 是可导的, 但 0)()(lim =′≠+∞=′
+∞→

xfxfnn
. 即极限函数可导时, 也不一定是函数序

列导函数的极限.  
连续的过程取极限后可能产生间断, 可导的性质在取极限后不能保留, 这样的现象在实

际生活中经常可以看到. 例如, 海平面的形状对时间 t总是连续的, 无风时海平面很光滑,  
风越来越大时海平面越来越粗糙, 产生了浪珠, 脱离海平面时形成间断, 产生了浪尖是不可

导的.  

 
可积性和积分对极限过程一般也是不能交换的.  

例 4. 1. 4：设 ]1,0[∈x , 令 





 ≤=

=
，其余的x

nq
q
p

x
xf n

0

,,,1
)(  

)(xf n 仅有有限个间断点, 因而 Riemann 可积的, 但 





==
+∞→ ,,0

,,1
)()(lim

为无理数

为有理数

x
x

xfxf nn
 

)(xf 不是 Riemann 可积的.  

例 4. 1. 5：设 ]1,0[∈x , 定义 n
n xxnxf )1()1(2)( 2−+= , 易证 0)()(lim ≡=

+∞→
xfxf nn

, 

而 
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0)(1)(
1

0

1

0
=≠= ∫∫ dxxfdxxf n .  

 
如果将序列极限转化为无穷级数, 则我们可以从另一角度来考察上面的问题.  

设{ })(xun 是 ],[ ba 上一个函数序列, 定义其函数级数为∑
+∞

=1

)(
n

n xu . 设对任意 xbax ],,[∈ 固

定后级数∑
+∞

=1

)(
n

n xu 收敛, 则我们得到 ],[ ba 上的函数 ∑
+∞

=

=
1

)()(
n

n xuxu .  

对于有限加法, 我们知道如果 )(,),(1 xuxu nL 连续, 则 )()(1 xuxu n++L 连续.  

如果 )(,),(1 xuxu nL 可导, 则 )()(1 xuxu n++L 可导, 并且 

( ) )()()()( 11 xuxuxuxu nn ′++′=′++ LL .  

如果 )(,),(1 xuxu nL 可积, 则 )()(1 xuxu n++L 可积, 并且 

[ ] ∫∫∫ ++=++
b

a n

b

a

b

a n dxxudxxudxxuxu )()()()( 11 LL .  

问题是对于级数, 有限和的这些性质是否还成立.  
将什么关于函数序列的极限表示为函数级数, 则我们看到, 有限加法的性质对于无穷级

数∑
+∞

=1

)(
n

n xu 一般不再成立, 即函数级数一般不能保持函数的连续性、函数的微分和函数的积

分.  
但是不论在数学的实际应用还是数学的理论研究中, 极限与极限, 极限与微分和极限与

积分交换顺序的问题都是经常会碰到的十分重要的关系. 因此我们需要对函数序列和函数

级数的极限过程加上适当的条件, 使我们所需要的交换关系都能够成立, 使无穷级数保持有

限加法的性质. 在数学分析中我们对函数序列和函数级数加的条件是一致收敛性.  

 
§4. 2  一致收敛性及其判别法  
 

设 )(xf n 是区间 ),( ba 上的函数列, 在 ),( ba 上收敛于 )(xf , 设 )(xf n 在 ),(0 bax ∈ 处

连续, 我们需要给出适当的条件, 使 )(xf 在 0x 连续, 即 0xx → 时, 0)()( 0 →− xfxf . 

但 

)()()()()()()()( 0000 xfxfxfxfxfxfxfxf nnnn −+−+−≤− .  

由 )(xf n 在 0x 连续, 且 )()(lim 00 xfxfnn
=

+∞→
, 因此, 只要 x 充分接近 0x , n 充分大, 总可

以使 )()( 0xfxf nn − 和 )()( 00 xfxf n − 任意小. 要使 )(xf 在 0x 连续, 需要n 充分大时 , 
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)()( xfxf n− 可以任意小.  

对于任意 0>ε , 由 )()(lim xfxf nn
=

+∞→
知 , 对每一个 ),( bax ∈ , 总存在 xN , 当

xNx > 时有 ε<− )()( xfxf n . 但 0xx → 时, 必须考虑无穷多个 x , 因而其所对应的 xN

不一定有上界. 如果 xN 有上界, 即对 0>ε , 存在 N , 使 Nn > 后, ε<− )()( xfxf n 对

所有 ),( bax ∈ 都成立. 则取定一个 Nn > , 由 )(xf n 在 0x 处连续, 知存在 0>δ , 使

δ<− 0xx 时 ε<− )()( 0xfxf nn . 因此, δ<− 0xx 时 

.3

)()()()()()()()( 0000

εεεε =++<

−+−+−≤− xfxfxfxfxfxfxfxf nnnn  

得 )(xf 在 0x 处连续. 由此我们给出下面定义 

定义 4. 2. 1：称函数序列{ })(xf n 在集合 D上一致收敛于 )(xf , 如果对 N∃>∀ ,0ε , 

当 Nn > 时, ε<− )()( xfxf n 对所有 Dx ∈ 成立. 记为 )()( xfxf n →→ .  

一致收敛也称为均匀收敛, 其表示 +∞→n 时 )(xf n 趋于 )(xf 的过程基本是均匀的,  

可以控制的.  

例 4. 2. 1：设 ]1,0[∈x , 定义
n
x

xf
n

n =)( . 则 0>∀ε , 取N 使 ε<
N
1

, 则 Nn > 后,  

ε<≤
n

xf n
1

)( . 因此在 ]1,0[ 上, 0)( →→xf n .  

例 4. 2. 2：设 ]1,0[∈x , 令 n
n xxf =)( , 证明{ })(xf n 不一致收敛.  

证明：由 





=
∈

==
+∞→ ,1,1

),1,0[,0
)()(lim

x
x

xfxfnn
 

取
2
1

0 =ε , 则对任意n , 由 1)(lim
01

=
−→

xf nx
, 知总存在 )1,0[∈x , 使

2
1

)( >xf n . 因此 )(xf n

不一致收敛.  

与函数序列相同, 我们定义函数级数∑
+∞

=1

)(
k

k xu 的一致收敛性为 

定义 4. 2. 2：称函数级数∑
+∞

=1

)(
k

k xu 在集合 D上一致收敛于 )(xu , 如果 N∃>∀ ,0ε , 使
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得 Nn > 后, Dx ∈∀ , 恒有 ε<−∑
=

)()(
1

xuxu
n

k
k . 记为 )()(

1

xuxu
k

k →→∑
+∞

=

.  

例 4. 2. 3：证明当 10 << ε 时, 函数级数∑
+∞

=0k

kx 在 ]1,0[ ε− 上一致收敛, 但在 )1,0[ 上不

一致收敛.  

证明：∑
+∞

=0k

kx 在 )1,0[ 上收敛于
x−1

1
. 当 ]1,0[ ε−∈x 时,  

1
1

10

)1(
11

1 +
++∞

+==

−≤
−

==
−

− ∑∑ n
n

nk

k
n

k

k

x
x

x
x

x ε .  

但 0)1( 1 →− +nε , 因而∑
+∞

=0k

kx 在 ]1,0[ ε− 上一致收敛.  

但在 )1,0[ 上, 1

0 1
1 +

=

>
−

−∑ n
n

k

k x
x

x . 而 1→x 时 11 →+nx , 因此对任意n , 总可以找

到 )1,0[∈x , 使
2
1

1
1

0

>
−

−∑
= x

x
n

k

k . ∑
+∞

=0k

kx 不一致收敛.  

 
一致收敛的判别法 

对于函数序列和函数级数通常我们不能通过其与极限函数的比较来判断是否一致收敛,  
我们必须通过序列和级数自身来判断其是否有一致收敛性. 因此我们需要建立一些判别的

方法, 其最基本的 Cauchy 准则.  

Cauchy 准则：函数序列{ })(xf n （函数级数∑
+∞

=1

)(
k

k xu ）在集合 D上一致收敛的充分必

要 条 件 是 N∃>∀ ,0ε , 当 L2,1,0, => pNn 时 , ε<− + )()( xfxf pnn

（ ε<=− ∑∑∑
+

+==

+

=

pn

nk
k

n

k
k

pn

k
k xuxuxu

111

)()()( ）对所有 Dx ∈ 成立.  

证明（以函数级数为例）：设 )()(
1

xfxu
k

k →→∑
+∞

=

, 则 N∃>∀ ,0ε , 只要 Nn > , Dx ∈ , 

就有
2

)()(
1

ε
<−∑

=

xfxu
n

k
k . 因此,  

ε
εε

=+<−+−≤− ∑∑∑∑
=

+

+==

+

= 22
)()()()()()(

1111

n

k
k

pn

nk
k

n

k
k

pn

k
k xuxfxfxuxuxu .  
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∑
+∞

=1

)(
k

k xu 满足 Cauchy 准则.  

反之, 设∑
+∞

=1

)(
k

k xu 满足 Cauchy 准则, 则当 xDx ,∈ 固定时, 数值级数∑
+∞

=1

)(
k

k xu 满足

Cauchy 准则, 因而收敛 . 设收敛于 )(xf . N∃>∀ ,0ε ,  Nn > 后 , Dx ∈∀ , 恒有

2
)()(

11

ε
<− ∑∑

=

+

=

n

k
k

pn

k
k xuxu . 令 +∞→p , 得 ε

ε
<≤−∑

= 2
)()(

1

n

k
k xuxf 对所有 Dx ∈ 成立.  

因而 )()(
1

xfxu
k

k →→∑
+∞

=

.  

推论 4. 2. 3：如果在D上,  )()(
1

xfxu
k

k →→∑
+∞

=

, 则 0)( →→xuk .  

例 4. 2. 4：证明对任意 0>R , ∑
+∞

=0 !k

k

k
x

在 ],[ RR− 上一致收敛, 但其在 ),( +∞−∞ 上不一

致收敛.  

证明： ∑∑
+

=

+

=

≤
pn

nk

kpn

nk

k

k
R

k
x

!!
. 而∑

+∞

=nk

k

k
R

!
收敛, 因而满足 Cauchy 准则, 得∑

+∞

=0 !k

k

k
x

在 ],[ RR−

上满足 Cauchy 准则, 所以一致收敛. 而在 ),( +∞−∞ 上由








!n
xn

不是一致趋于零的, 因而

∑
+∞

=0 !k

k

k
x

在 ),( +∞−∞ 上不一致收敛.  

 
对于函数级数, 利用 Cauchy 准则, 我们可以建立进一步的判别法.  

控制收敛判别法（Weierstrass 判别法）：如果存在收敛的数字级数∑
+∞

=1n
na 及 N , 使

Nn > , Dx ∈ , 恒有 nn axu ≤)( . 则∑
+∞

=1

)(
n

n xu 和∑
+∞

=1

)(
n

n xu 在 D上都一致收敛.  

满足定理条件的级数∑
+∞

=1n
na 称为∑

+∞

=1

)(
n

n xu 的控制级数. 而∑
+∞

=1

)(
n

n xu 一致收敛时（显然这时

∑
+∞

=1

)(
n

n xu 也一致收敛）, 称∑
+∞

=1

)(
n

n xu 绝对一致收敛.  
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证明：不妨设对所有 k , kk axu ≤)( . ∑
+∞

=1k
ka 收敛 , 则其满足 Cauchy 准则, 即

N∃>∀ ,0ε , 只 要 L2,1, => pNn , 就 有 ε<∑
+

=

pn

nk
ka . 但

ε<≤≤ ∑ ∑∑
+

=

+

=

+

=

pn

nk

pn

nk
kk

pn

nk
k axuxu )()( , 因而∑

+∞

=1

)(
k

k xu 和∑
+∞

=1

)(
k

k xu 在 D上满足 Cauchy 准则, 

因而都一致收敛.  

例 4. 2. 5：证明∑
+∞

=1
2

sin

n n
nx

在 ),( +∞−∞ 上一致收敛.  

证明：由
22

1sin
nn

nx
≤ , 而∑

+∞

=1
2

1

n n
收敛, 因而∑

+∞

=1
2

sin

n n
nx

在 ),( +∞−∞ 上绝对一致收敛.  

控制收敛判别法只能用在绝对一致收敛的级数上, 对条件收敛的函数级数, 其显然不适

合. 与条件收敛级数相同, 我们有 Dirichlet 判别法和 Abel 判别法.  
 

Dirichlet 判别法：考虑形式为 )()(
1

xbxa n
n

n∑
+∞

=

的函数级数. 如果在集合D上 )}({ xan 单

调且一致趋于零, 而 M∃ , 使得 n∀ 及 Dx ∈ , 恒有 Mxb
n

k
k ≤∑

=0

)( （这时称






∑

=

n

k
k xb

0

)( 在

D上一致有界）. 则 )()(
1

xbxa n
n

n∑
+∞

=

在 D上一致收敛.  

证明：在讨论积分第二中值定理时, 我们曾给出了 Abel 变换和 Abel不等式：在有限和

∑
=

n

k
kk

1

βα 中令 ∑
=

==
m

k
kmBB

1
0 ,0 β , 令 00 =α , 则 

( ) ( ) nn

n

k
kkk

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kkk

n

k
kk BBBBBB ααααααβα +−=−=−= ∑∑∑∑∑

−

=
+

−

=
−

==
−

=

1

0
1

1

0
1

11
1

1

.  

如果 iα 单调, 而 nkMBk ,,1,0, L=≤ , 则有 Abel 不等式 

( ) .21

1

0
1

1

0
1

1

M

MMBB

n

n

n

k
kknn

n

k
kkk

n

k
kk

⋅+≤

⋅+⋅−≤+−≤ ∑∑∑
−

=
+

−

=
+

=

αα

ααααααβα
 

由 Mxb
n

k
k ≤∑

=0

)( , 得 Mxbxbxb
n

k
k

pn

k
k

pn

nk
k 2)()()(

1

11

≤−= ∑∑∑
−

=

+

=

+

=

. 因此利用 Abel 不等式得 
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MxaMxaxbxa pnnk

pn

k
k 4)(2)()()(

1

⋅+⋅≤ +

+

=
∑ .  

但 0)( →→xan , 因而 N∃>∀ ,0ε ,  Nn > 后 , Dx ∈∀ , 恒有
M

xan 6
)(

ε
≤ . 因而

L2,1, => pNn 时, Dx ∈∀ , 恒有 

ε
εε

=⋅+⋅≤∑
+

=

M
M

M
M

xbxa k

pn

k
k 4

6
2

6
)()(

1

.  

)()(
1

xbxa k
k

k∑
+∞

=

满足一致收敛的 Cauchy 准则, 因而一致收敛.  

 

Abel 判别法：如果函数序列 )}({ xan 在 D上单调且一致有界, 而∑
+∞

=1

)(
k

k xb 在 D上一致

收敛, 则 )()(
1

xbxa k
k

k∑
+∞

=

在 D上一致收敛.  

Abel判别法的证明与 Dirichlet 判别法基本相同, 这里留给读者自证.  

例 4. 2.6：证明
( )∑

+∞

=

−

1

1

k

k
k

x
k

在 ]1,0[ 上一致收敛.  

证明：令 k
k xxa =)( , 则 )(xak 在 ]1,0[ 上单调且 1)( ≤xak , 因而一致有界. 令

k
xb

k

k
)1(

)(
−

= , 则∑
+∞

=1

)(
k

k xb 一致收敛. 由Abel判别法, 得
( )∑

+∞

=

−

1

1

k

k
k

x
k

在 ]1,0[ 上一致收敛.  

由∑
+∞

=

+∞=
1

1

k k
不难得到∑

+∞

=1

1

k

kx
k

在 )1,0( 上不是一致收敛的, 即
( )∑

+∞

=

−

1

1

k

k
k

x
k

在 )1,0( 上

不是绝对一致收敛.  

例 4. 2. 7：∑
+∞

=1

sin

n n
nx

和∑
+∞

=1

cos

n n
nx

在 ),( +∞−∞ 上都是一致收敛但非绝对收敛.  

 
§4. 3  一致收敛性的极限函数的性质  
 

定理 4. 3. 1：连续函数一致收敛的极限函数是连续的.  
我们在上一节一致收敛的定义中已经给出了这个定理的证明. 下面我们用极限交换顺

序的语言给出这个定理更加一般的形式.  

 

定理 4. 3. 2：设函数序列{ })(xf n 在集合 D上一致收敛于 )(xf , 设 0x 是 D的一个聚点, 
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且 nn
xx

Axf =
→

)(lim
0

存在. 则 nn
A

+∞→
lim 和 )(lim

0

xf
xx→

都存在且相等, 即 

)(limlim)(limlim
00

xfxf n
xxn

n
nxx →+∞→+∞→→

= .  

证明： )()( xfxf n →→ , 因而 N∃>∀ ,0ε , 使 NmNn >> , 后 , Dx ∈∀ , 恒有

2
)()(

ε
<− xfxf mn . 令 0xx → , 得 ε

ε
<≤−

3mn AA . 因而序列{ }nA 满足 Cauchy 准则, 

得其收敛. 设 nn
AA

+∞→
= lim0 , 则 

00 )()()()( AAAxfxfxfAxf nnnn −+−+−≤− .  

取定一个 Nn > , 由 nn
xx

Axf =
→

)(lim
0

, 得 0>∃δ , 只要 DxUx I),( 00 δ∈ , 就 有

3
)(

ε
<− nn Axf . 因 而 DxUx I),( 00 δ∈ 时 ε

εεε
=++<−

333
)( 0Axf , 得

0)(lim
0

Axf
xx

=
→

.  

 

对于积分而言, 一致收敛也是积分与极限可以交换顺序的一个充分条件. 设 ],[ baD = .  

定理 4. 3. 3： D上一致收敛的 Riemann 可积函数列 { })(xf n 的极限函数 )(xf 也是

Riemann 可积的, 并且 ( ) ∫∫∫ +∞→+∞→
==

b

a n
n

b

a n
n

b

a
dxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)( .  

证明：在讨论 Riemann 积分时, 我们证明下面的可积性定理： )(xf 在 ],[ ba 上 Riemann

可积的充分必要条件是 0)(lim
1

0
=∆∑

=
→

n

i
ii xfω

λ
, 其中 bxxxa n =<<<= L10 是 ],[ ba 的

任 意 分 割 , { }1max −−=∆= iii xxxλ , iii mMf −=)(ω , ii mM , 分 别 为 )(xf 在

],( 1 ii xx − 上的上下确界.  

由 )()( xfxf n →→ , 知 N∃>∀ ,0ε , 只 要 Nn > , 则 ε<− )()( xfxf n 对 所 有

],[ bax ∈ 成立. 取 Nn > , 并将其固定. 由 )(xf n 在 D上 Riemann 可积, 因而对 ε , 存在

0>δ , 使 对 ],[ ba 的 任 意 分 割 bxxxa n =<<<= L10 , 只 要

{ } δλ <−=∆= −1max iii xxx , 就有 εω <∆∑
=

n

i
ini xf

1

)( .  

但 ],[ bax ∈∀ , εε +≤≤− )()()( xfxfxf nn , 因 此 εωω 2)()( +≤ nii ff , 得
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)(2)()(
11

abxfxf
n

i
ini

n

i
ii −+∆≤∆ ∑∑

==

εωω . 但ε 是任意的, 而 0)(
1

≥∆∑
=

n

i
ii xfω , 因此必

须 0)(lim
1

0
=∆∑

=
→

n

i
ii xfω

λ
, )(xf 在 ],[ ba 上 Riemann 可积. 而 

{ } 0)()()(sup)()()()( →−⋅−≤−≤− ∫∫∫ abxfxfdxxfxfdxxfdxxf n

b

a n

b

a n

b

a
,  

得 ∫∫ +∞→
=

b

a n
n

b

a
dxxfdxxf )(lim)( .  

例 4.3.1 ： 设 ]1,0[∈x , 令 ]1,0[,2)(
222 ∈= − xxenxf xn

n , 容 易 看 出 , 

0)()(lim ≡=
+∞→

xfxf nn
. 而对于任意 n , ( ) 0)(,212)( 222 22

=′−=′ − xfxnenxf n
xn

n , 则

n
x

2

1
= . 而

n
x

2

1
< 时 0)( >′ xf ；

n
x

2

1
> 时 0)( <′ xf , 因而

n
x

2

1
= 是 )(xf n 在

]1,0[ 中的极大值点. 但 +∞→=









′

−
2
1

2
2

1
ne

n
f n , 因此{ })(xf n 在 ]1,0[ 上并不是一致收

敛与零的. 但 ( )∫∫ +∞→
≠=

1

0

1

0
)(lim1)( dxxfdxxf n

n
n .  

 
上例说明, 一致收敛只是连续函数的极限函数为连续的充分条件, 并不是必要的, 其同

时也说明如果没有一致收敛性, 积分与极限不一定能交换顺序.  

例 4. 3. 2：设 ]1,0[∈x , 令 n
n xxf =)( , 则





=
≠

==
+∞→ ,1,0

,1,0
)()(lim

x
x

xfxf nn
, )(xf n 不

是一致收敛的. 但 )(xf 在 ],[ ba 上 Riemann 可积, 并且 

1
1

lim)(lim)(0
1

0

1

0 +
===

+∞→+∞→ ∫∫ n
dxxfdxxf

nnn
.  

此例说明一致收敛仅是极限函数可积及积分与极限可交换顺序的一个充分条件.  
 

以后将在更一般的条件下建立积分与极限的交换关系. 但一致收敛作为连续函数的极

限函数是连续的充分条件, 在很多情况下也是必要的.  

定理 4. 3. 4：设 ],[)( baCxf n ∈ , 并且{ })(xf n 对n 单调有界. 则 )(lim)( xfxf nn +∞→
= 在

],[ ba 上连续的充分必要条件是{ })(xf n 在 ],[ ba 上一致收敛于 )(xf .  

证明：设 { })(xf n 单调上升 , ],[)( baCxf ∈ 但 { })(xf n 不一致收敛 . 由定义知 , 

00 >∃ε , 使 N∀ , ],[, baxNn n ∈>∃ , 使得 0)()( ε≥− nnn xfxf . 由此得一单调上升序
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列 +∞→in 及 ],[ ba 中序列{ }
inx , 使 0)()()()( ε≥−=−

iiiiii nnnnnn xfxfxfxf .  

由波尔察诺定理知 { }
inx 中有收敛子列 , 不妨设 0xx

in → . 则对任意 n , inn ≤ 时 , 

0)()()()( ε≥−=−
iiiii nnnnnn xfxfxfxf .  

令 +∞→in , 得 000 )()( ε≥− xfxf n . 但已知 )()(lim 00 xfxfnn
=

+∞→
, 矛盾.  

 
下面讨论极限与导数交换顺序的问题. 先看一个例子.  

例 4. 3. 3：设
n
nx

xf n
sin

)( = , 则 0)()( ≡→→ xfxf n . 但 nxnxf n cos)( =′ 并不收敛于

0)( ≡′ xf .  

由此函数列已知收敛并不能保证导数与极限可交换. 但如果将收敛条件加在导函数上,  
则有下面定理 

定理 4. 3. 5：设 ],[)( 1 baCxf n ∈ , 并且 

（1） )(xf n′ 在 ],[ ba 上一致收敛； 

（2）存在 ],[0 bax ∈ , 使{ })( 0xf n 收敛.  

则{ })(xf n 在 ],[ ba 上一致收敛, 并且( ) )(lim)(lim xfxf nnnn
′=′

+∞→+∞→
.  

证明：设 )(lim)( xfxu nn
′=

+∞→
. 由 )(xf n′ 一致收敛知 ],[)( baCxu ∈ , 并且 ],[ bax ∈∀ ,  

∫∫ =′
+∞→

xx

x n
n

dttudttf
0

)()(lim
0

. 但 )()()( 0
0

xfxfdttf nn

x

x n +=′∫ . 设 Axfnn
=

+∞→
)(lim 0 , 则 

.)()()()(max

)()()()()(

0

0
000

Axfabxuxf

AxfdttudttfdttuAxf

nn

n

x

x

x

x n

x

xn

−+−−′≤

−+−′≤




 +− ∫∫∫  

由此得 ∫+→→
x

n dttuAxf
0

)()( . 显然, )()()(
0

xudttuAxf
x

n =
′






 +→→ ∫ .  

 

定理中条件（2）是不可缺少的. 例如, 令 n
n xf )1()( −= , 则{ })(xf n′ 一致收敛, 但

{ })(xf n 并不收敛. 但定理中 ],[)( 1 baCxf n ∈ 的条件只是为了证明方便而加的. 如果不用

积分, 则这个条件可以改为只要求 )(xf n 可导.  
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上面的定理都是对函数序列给出的, 如果换为函数级数, 则可分别表示为 

定理 4. 3. 6：设 ],[)( baCxun ∈ , 如果∑
+∞

=1

)(
n

n xu 一致收敛, 则 ],[)(
1

baCxu
n

n ∈∑
+∞

=

.  

定理 4. 3. 7：如果 )(xun 都在 ],[ ba 上 Riemann 可积, 且∑
+∞

=1

)(
n

n xu 一致收敛, 则∑
+∞

=1

)(
n

n xu

在 ],[ ba 上 Riemann 可积, 并可逐项积分, 即 

∑∫∫ ∑
+∞

=

+∞

=

=








11

)()(
n

b

a n

b

a
n

n dxxudxxu .  

定理 4. 3. 8：如果 ],[)( 1 baCxun ∈ , 且∑
+∞

=

′
1

)(
n

n xu 一致收敛, 并存在 ],[0 bax ∈ , 使

∑
+∞

=1
0 )(

n
n xu 收 敛 . 则 ∑

+∞

=1

)(
n

n xu 一 致 收 敛 , 并 且 ],[)( 1

1

baCxu
n

n ∈∑
+∞

=

, 

∑∑
∞+

=

∞+

=

′=
′










11

)()(
n

n
n

n xuxu .  

 
习题 
 
1. 求出下列函数项级数的收敛区域（绝对的和条件的）： 

（1）∑
+∞

= +1
21n

n

n

x
x

；（2）
n

n x
x

n
n









++∑
+∞

= 1211

； 

（3）
n

n

n

x
x

n








+
−

−
−∑

+∞

= 1
1

12
)1(

1

；（4）∑
+∞

= +1
221

11

n
n xan

.  

（讨论 1>a 及 1≤a 两种情形. ） 

2．讨论下列函数序列在给定区间上的一致收敛性： 

（1）
n

n

n x
x

xf
+

=
1

)( ,  

1） )1(0 <≤≤ bx ,  

2） 10 ≤≤ x ,  

3） +∞<≤< xa)1( ； 

（2）
nx

xf n +
=

1
1

)( ,  
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1） +∞<≤< xa)0( ,  

2） +∞<< x0 ； 

（3）
33

22

1
)(

xn
xn

xf n +
= ,  

1） +∞<≤< xa)0( ,  

2） +∞<< x0 ； 

（4） )1ln(
1

)( nx
n e

n
xf −+= , +∞<<∞− x ； 

（5）
2)()( nx

n exf −−= ,  

1） lxl ≤≤− ,  
2） +∞<<∞− x ； 

（6） 1)( +−= nn
n xxxf , 10 ≤≤ x ； 

（7）
xn

nx
xf n ++

=
1

)( , 10 ≤≤ x .  

3．设 )(xf 定义于 ),( ba , 令 

[ ]
),2,1(

)(
)( L== n

n
xnf

xf n .  

求证：当 +∞→n 时 

)()( xfxf n →→   ( bxa << ).  

4．设 )(xf 在 ),( ba 内有连续的导数 )(xf ′ , 且 









−






 += )(

1
)( xf

n
xfnxf n .  

求证：在闭区间 )( bax <<<≤≤ βαβα 上, 当 +∞→n 时 

)()( xfxf n ′→→ .  

5．设 )(1 xf 在 ],[ ba 上黎曼可积. 定义函数序列 

),2,1()()(1 L== ∫+ ndttfxf
x

a nn .  

求证：当 +∞→n 时 

0)( →→xf n   ( bxa ≤≤ ).  

6．证明下列级数在所指定区间内的一致收敛性： 
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（1） +∞<<−
+∑

+∞

=

x
x

nx

n
n 2,

2
sin

1

；（2） +∞<
+∑

+∞

=

x
xn

nx

n

,
11

25
； 

（3） 2
2
1

),(
!1

2

≤≤+ −
+∞

=
∑ xxx

n
n nn

n

；（4） +∞<≤∑
+∞

=

− xex
n

nx 0,
1

2 ； 

（5） 10,
!

ln

1

≤≤∑
+∞

=

xx
n

xx n

n

nn

.  

7．通过一般项判断级数的一致收敛性： 

（1） +∞<<∑
+∞

=

x
xn

n
n 0,

3
1

sin2
1

；（2） +∞<<−
+

−∑
+∞

=

x
nxn

n

1,
)1(

1

； 

（3） +∞<<∞−
+
−∑

+∞

=

x
xnn

n

,
sin
)1(

1

.  

8．设级数∑
+∞

=1n
na 收敛. 求证：级数∑

+∞

=

−

1n

nx
nea 在 0≥x 区域内一直收敛.  

9．研究下列级数所表示的函数在指定区间上的连续性： 

（1） 11,
0

<<−∑
+∞

=

xx
n

n ；（2） 11,
1

<≤−∑
+∞

=

x
n
x

n

n

； 

（3） 1,
1

2
≤∑

+∞

=

x
n
x

n

n

；（4） +∞<<
+++∑

+∞

=

x
nxnxn

0,
)1)((

1

1

.  

10．研究下列级数在什么区间上一致收敛, 其和函数在何处连续.  

（1）∑
+∞

= +1
221

1

n xn
；（2）∑

+∞

= +1
241n xn

nx
； 

（3）∑
+∞

=1
2

cos

n n
nx

；（4）∑
+∞

=1

sin

n nn
nx

； 

（5）
( )∑

+∞

= +1
2

2

1n
n

x

x
.  

11．问参数α 取什么值时,  

L,3,2,1,)( == − nxenxf nx
n

α  

在闭区间 ]1,0[ 收敛？在闭区间 ]1,0[ 一致收敛？使 ∫+∞→

1

0
)(lim dxxf n

n
可在积分号下取极限？ 

12．设∑
+∞

=1

)(
n

n xu 在 ),( ba 内一致收敛, )(xun 在 ],[ ba 上连续, L,2,1=n . 求证： 
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（1）∑
+∞

=1

)(
n

n xu 在 ],[ ba 上一致收敛； 

（2） ∑
+∞

=

=
1

)()(
n

n xuxS 在 ],[ ba 上连续.  

13．设 ),2,1()( L=nxf n 在 ],[ ba 上连续, 且 +∞→n 时 

)()( xfxf n →→   ( bxa ≤≤ ),  

又设 )(xf 在 ],[ ba 上无零点. 求证： 

（1） 当n 充分大时, )(xf n 在 ],[ ba 上也无零点； 

（2） 
)(

1
)(

1
xfxf n

→→   ( bxa ≤≤ ), +∞→n .  

14．求证： 

（1）∑
+∞

=1

ln
n

n xx 在 ]1,0[ 上不一致收敛； 

（2）∑
+∞

= +1 1
lnln1

ln

n

n

x

x
x 在 ]1,0[ 上一致收敛, 并说明不能用控制判别法.  

15．设对每一个自然数n , )(xf n 在 ],[ ba 上连续, 又对 ],[ ba 中的每一个 x , 序列 )(xf n 有界.  

求证：存在 ],[ ba 中的一个小区间, 使得 )(xf 在此小区间上一致有界.  

提示：用区间套进行反证.  

16．设 )(xf n 在 ),( ba 上连续, 0>∀δ , 当 +∞→n 时 

)()( xfxf n →→   ( δδ −≤≤+ bxa ) 

且瑕积分存在并满足 

∫∫ =
+∞→

b

a

b

a n
n

dxxfdxxf )()(lim .  

求证： 

0)()(lim =−∫+∞→

b

a n
n

dxxfxf .  


