
作业: 一周一次(每周一交).(作业纸) 

平时成绩(50%)+期末卷面成绩(50%)=最终成绩. 

高等数学A2 

学习建议: (1)多看书(利用导学预习和课后温习). 

                   (2)多做习题(不是题海战),多总结与抽象. 

平时考核：考勤10%，互动20%，作业30%，测验40% 

考勤不设基础分 ，缺课一次扣5分； 

作业设基础分18分，缺交作业一次扣2分，合格不扣分，
不合格（如不写解题过程，无自批改等）扣2分，优秀
加1分； 

互动设基础分12分（若缺课同时扣互动分2分），按小
组完成导学、参与课堂互动，每次加2分-5分； 

测验4次，每次按百分制得分后除以10即为所得分数，
满分10分/次。 



中南大学开放式精品示范课堂高等数学建设组 

第5章 空间解析几何 

高等数学A2 

5.1 向量及其线性运算 
5.2 空间直角坐标系与向量坐标表示 



    这一章，我们为学习多元函数微积分
学作准备，介绍空间解析几何和向量代数。
这是两部分相互关联的内容。用代数的方法
研究空间图形就是空间解析几何，它是平面
解析几何的推广。向量代数则是研究空间解
析几何的有力工具。这部分内容在自然科学
和工程技术领域中有着十分广泛的应用，同
时也是一种很重要的数学工具。 



• 解析几何的基本思想： 

    用代数的方法来研究几何. 

 

• 解析几何的基本方法： 

    建立几何上的对象与代数对象之间的一一对应.  用代数
的方法研究几何图形.  

解析几何:几何学方法论的学科. 

(1)建立向量与几何对象(向量与有向线段)建立一一对应. 

(2)建立坐标系，空间的几何对象(点)就可以用代数对象
(有序数对)表示. 



    本章先介绍向量概念、然后引入空间直角坐标
系，接着以向量代数为工具，把点和有序数组、空
间图形和代数方程联系起来，建立起对应关系，给
数和代数方程以几何直观意义，从而可以利用代数
方法研究空间图形的性质和相互关系。重点讨论空
间基本图类——平面，直线，常用的二次曲面和曲

线。 

重点 

向量及其坐标表示 

向量的数量积，向量积 

直线与平面方程 



5.1 向量及其线性运算 
5.2 空间直角坐标系与向量坐标表示 

5.2.2 向量的坐标 

5.2.1 空间直角坐标系   

5.1.3 向量的线性运算  

5.1.2 向量的概念  

5.1.1  引  例  
定义 

向量的表示  

向量的模、单位向量与零向量等 

向量的加减法及运算规律 

向量的数乘法及运算规律 

5.1.4 向量线性运算举例  

向量的坐标表示与运算 

向量的模、方向角、投影 

向
量
线
性
运
算
及
其
坐
标
表
示 例3 

例4 例7 例5 

例1、2 

例6 



引  例：如图所示，一质量为m的物体受到外力F的作用 

做直线运动，不计摩擦力. 

（1）物体的加速度是多少？方向如何？ 

（2）物体在t时刻的速度是多少？方向如何？ 

（3）经过t时间物体的位移等于多少？方向如何？ 

答案：（1）a=F/m, 方向向右；   

（2）v=v0+at, 方向向右； 

（3）s=v0t+at2/2, 向右移动。 

F F 
m m 



向量的定义: 

向量的定义 

注意：向量除了与标量一样有大小以外，还有方向. 
1M

2M




定义5.1.1 既有大小又有方向的量叫做向量（或矢量）.  

常用一条有方向的线段，即有向线段来表示向量. 

有向线段的长度表示向量的大小，有向线段的方向表示向
量的方向. 

以M1为起点、M2为终点的有向线段所表示的向量记作 

向量的表示   

21MM

也用一个黑体字母（书写时，在字母上面加箭头）来表示向量. 



向量的相关概念 

2. 单位向量：模为1的向量，       或                .     

1. 向量的模：向量的大小或长短，      或 21MM|       | . 

0
a

21MM
0

3. 零向量：模为0的向量，    .     0


|| a


4. 自由向量：不考虑起点位置的向量.      

5. 相等向量：大小相等且方向相同的向量.      

a


b


6. 负向量：大小相等但方向相反的向量.      

a


 a


向径：起点在原点的向量.      



规定: 零向量与任何向量平行 ; 

若向量 a 与 b 方向相同或相反, 则称 a 与 b 平行, 

 a∥b ; 

记作 

6. 共线向量： 

因平行向量可平移到同一直线上,  故两向量平行又称  

两向量共线 . 

若 k(≥3)个向量经平移可移到同一平面上, 则称此k  

个向量共面 . 



1 加法： cba




a


b


c


（平行四边形法则） 

特殊地：若 a


// b


a
 b


c


|||||| bac




分为同向和反向 

b


a
 c



|||||| bac




（平行四边形法则有时也称为三角形法则） 

向量的加减法 

向量的加减法 

a

ba 
b



向量的加法符合下列运算规律： 

（1）交换律： .abba




（2）结合律： cbacba


 )( ).( cba




（3） .0)(


 aa

2 减法： )( baba


 a
b



b



b


c


ba

bac






 )(
ba




ba


a


b




三角形法则可推广到多个向量相加 . 

s

3a

4a
5a

2a

1a

54321 aaaaas 



向量与数的乘法 

a
,0)1(  a


 与a


同向， |||| aa


 

,0)2(  0


a

,0)3(  a


 与a

反向， |||||| aa


 

a


a


2 a


2

1


向量的数乘法 

设    是一个数，向量    与数    的乘积规定为 a






同方向的单位向量，表示与非零向量设 aa
0

按照向量与数的乘积的规定， 

0
|| aaa


 .
||

0
a

a

a 





上式表明：一个非零向量除以它的模的结果是
一个与原向量同方向的单位向量. 

注： 



数与向量的乘积符合下列运算规律： 

（1）结合律： )()( aa


  a


)(

（2）分配律： aaa


  )(

baba


  )(

  向量的加法及数与向量的乘法这两种运算称为

向量的线性运算. 



两个向量的平行关系： 

.

0

ab

aba




 



，使一的实数分必要条件是：存在唯

的充平行于，那末向量设向量定理

证 充分性显然； 

必要性 a


‖ b


设 ,
a

b




取

取正值，同向时与当 ab


取负值，反向时与当 ab


.ab


即有

.同向与此时 ab


  aa


 且 a
a

b 




 .b






.的唯一性 ，设 ab


 ，又设 ab




两式相减，得 ，0)(


 a ，即 0 a




，0a


 ，故 0  . 即

说明：以上定理是建立数轴的理论依据。 

P 

① 给定一个点、一个方向及单位长度可以确定一条数轴； 

O 

1 

x  i  

② 给定一个点、一个单位向量可以确定一条数轴.  

OP xi

Ox轴上点P的坐标为x的充分必要条件是  

OP x xiP  点 向量 实数



向量线性运算举例 

例1. 化简 






 


5

3

2

1
5

ab
bba




例2  试用向量方法证明：对角线互相平分的四
边形必是平行四边形. 



例1. 化简 






 


5

3

2

1
5

ab
bba




解. 






 


5

3

2

1
5

ab
bba




ba










 5

5

1

2

5
1)31(

.
2

5
2 ba




向量线性运算举例 



例2  试用向量方法证明：对角线互相平分的
四边形必是平行四边形. 

证 AM MC

BM MD

AD  AM  MD MC  BM BC

AD 与        平行且相等, BC 结论得证. 





A B

CD

M

a


b




       三个坐标轴的正方向
符合右手系. 

即以右手握住z 轴，

当右手的四个手指

从正向x轴以
2


角

度转向正向y 轴

时，大拇指的指向

就是z轴的正向.

一、空间直角坐标系 

空间直角坐标系 

z 

x 

y 
O 

z 

x 

y 

O' 

x 

y 

z 
O 



Ⅶ 

Ⅱ Ⅲ 

Ⅵ 
x

y

z

Ⅴ 
Ⅷ 

Ⅳ 

由三条互相垂直的数轴按右手规则 

组成一个空间直角坐标系. 

x轴(横轴) 

y轴(纵轴) 

z 轴(竖轴) 

过空间一定点 o , 

o 面xoy

面yoz
Ⅰ 

在空间直角坐标系中，有 

三条轴：x 轴、y 轴、z 轴 

三个坐标面：xOy 平面、
yOz 平面、zOx 平面 

八个卦限：第 I － VIII 卦限 

空间直角坐标系 



练习1 在空间直角坐标系中，指出下列各
点在哪个卦限？ 

,)3,2,1( A ,)4,3,2( B

,)4,3,2( C .)1,3,2( D

解答： A:Ⅳ;     

 

z 

IV 

VI 

V 

VII 

0 

x 

y 

VIII 

II 
III 

I 

空间直角坐标系 

B:Ⅴ;  

C:Ⅷ;  D:Ⅲ . 



x

y

z

o

向径 

在直角坐标系下 

 
 11

坐标轴上的点 P, Q , R ; 

坐标面上的点 A , B , C 

点 M 

特殊点的坐标 : 

有序数组 ),,( zyx  
 11

)0,0,(xP

)0,,0( yQ

),0,0( zR

)0,,( yxA

),,0( zyB

),,( zoxC

(称为点 M 的坐标) 

原点 O(0,0,0) ; 

r

r M

空间直角坐标系 



坐标轴 :  

坐标面 : 

x

y

z

o

空间直角坐标系 



向量的坐标表示与运算 

二. 向量的坐标表示 

在空间直角坐标系下, 

设点 M  

,),,( zyxM 则 

沿三个坐标轴方向的分向量. 

kzjyixr


 ),,( zyx

x

o
y

z

M

N

B

C

i
 j


k


A

,,,,, 轴上的单位向量分别表示以 zyxkji


的坐标为 

此式称为向量 r 的坐标分解式 , 

r


任意向量 r 可用向径 OM 表示. 

NMONOM  OCOBOA 



运算代数的方法讨论向量的

可用借助向量的坐标分解式说明 ,:

设 ),,,( zyx aaaa 


,),,( zyx bbbb 


则 

 ba


),,( zzyyxx bababa 

a


 ),,( zyx aaa 

,0 时当


a xx ab 

yy ab 

zz ab 


x

x

a

b


y

y

a

b

z

z

a

b

平行向量对应坐标成比例: 

，为实数

向量的坐标表示与运算 



两向量平行的充要条件. 

设非零向量 a =(ax , ay , az), b =(bx , by , bz),  

即ax =bx,  ay =by, az =bz, 

于是 

注: 在(*) 式中, 规定若某个分母为零相应
的分子也为零. 

 a // b 
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
 (*) 

 a // b  a = b 则 (为常数) 

例如：(4, 0, 6) // (2, 0, 3) 

向量的坐标表示与运算 



例3. 已知两点 

在AB直线上求一点 M , 使 

解: 设 M 的坐标为 如图所示 A

B

M

o

1
1

M

A

B

及实数 ,1

得 

1
1 ),,( 212121 zzyyxx  即 

AM MB

AM OAOM 

MB OMOB 

AOOM  )( OMOB  

OM OBOA (

向量的坐标表示与运算 



说明: 由 

得定比分点公式: 

,
1

21







 xx
,

1
21







 yy









1
21 zz

,1时当  点 M 为 AB 的中点 , 于是得 

,
2

21 xx 
,

2
21 yy 

2
21 zz 

A

B

M

o

M

A

B

1
1 ),,( 212121 zzyyxx  

中点公式: 

向量的坐标表示与运算 



向量的模、方向角、投影  

三. 向量的模与两点间的距离公式 

222 zyx 

),,,( zyxr 


设 则有 

OMr 


x

o
y

z

M

N

Q

R

P
由勾股定理得 

因 

得两点间的距离公式: 
2

12
2

12
2

12 )()()( zzyyxx 

对两点 与 

,rOM


作

OMr 


OROQOP 

例4 



例 3  求平行于向量 kjia


676  的单位向

量的分解式. 

解 所求向量有两个，一个与   同向，一个反向 a


222
)6(76|| a


 ,11

| |

a

a
 ),

11

6

11

7

11

6
( kji




例4 

向量的模、方向角、投影  



空间两向量的夹角的概念： 

,0


a ,0


b

a


b




向量a

与向量b


的夹角

),( ba


 ),( ab




类似地，可定义向量与一轴或空间两轴的夹角. 

特殊地，当两个向量中有一个零向量时，规定
它们的夹角可在0与   之间任意取值. 

0( )

向量的模、方向角、投影  



uO

uu aa )(Prj 或记作

M 

向量在轴上的投影 

O u

a

则 a 在轴 u 上的投影为  

设 a 与 u 轴正向的夹角为 , 

M


, 即  

cos)( aa u 



cosa

M 

M

向量的模、方向角、投影  



例如,  ( , , )a x y z

在坐标轴上的投影分别为  

Pr ,Pr ,Prox oy ozj a x j a y j a z  

说明： 

投影为正； 

投影为负； 

投影为零； 

u

a


b


c


(4) 相等向量在同一轴上投影相等； 

0)1( ,
2



 


2
)2( ,

)3( ,
2



x






向量的模、方向角、投影  

o
y

z

x

与三坐标轴正向的夹角 

r







 ,  ,   为其方向角. 

方向角的余弦称为其方向余弦.  

由向量在坐标轴上的投影的性质，  

cos
r

x


222 zyx

x




( , , ),r x y z若 则 

| | cosoxx Prj r r  





o
y

z

x

r






cos

r

x


222 zyx

x




cos
r

y


222 zyx

y




cos
r

z


222 zyx

z




方向余弦的性质: 

向量的模、方向角、投影  

例5 



例5. 已知两点 和 

的模 、方向余弦、方向角及同其方向的单位向量 .  

解: ,21 ,23 )20

计算向量 

)2,1,1( 

222 )2(1)1(  2

,
2

1
cos 

2

2
cos 

,
3

2
,

3



4

3

(21 MM

0

1 2

1 1 2
( , , )

2 2 2
M M e   

向量的模、方向角、投影  

例6 



例7. 设点 A 位于第一卦限, 

解: 已知 

角依次为 ,,
4
π

3
π 求点 A 的坐标 .   

,
4

π
,

3

π
  则 

 222 coscos1cos 
4

1


因点 A 在第一卦限 , 故 ,
2

1
cos  于是 

6 ,cos ,cos cos

)3,23,3(

故点 A 的坐标为  .)3,23,3(

向径 OA 与 x 轴 y 轴的夹  

,6AO且

OA OAeAO

6 ,
2

1
,

2

2


2

1

向量的模、方向角、投影  



3.向量   在向量   上的投影为      





cos||Pr


  AOj




O

A









A

向量的模、方向角、投影  

例7. 



例7. 设正方体的一条对角线为OM, 一条棱为 OA, 且  

,aOA  求OA 在 OM 方向上的投影.   

解: 如图所示, 记 ∠MOA =  ,  

cos

AO

M

OM

OA

3

1


3

a


a

cosPrj OAOAOM 

2 23OM OA

向量的模、方向角、投影  



作业提示： 

• 对求一个向量坐标表示，其基本要素是大
小及方向，若已知向量的模及向量方向的
几何刻画（见例题7），则只需求出向量的
同方向的单位向量 

 

 

即可求得该向量的坐标表示: 



练习： 

解: 因 

   设 

求向量 在 x 轴上的投影及在 y 轴上的分 

向量. 

13xa

在 y 轴上的分向量为 

故在 x 轴上的投影为 

3 5 8 ,m i j k   2 4 7 ,n i j k   5 4p i j k  

4 3a m n p  

4 3a m n p  

13 7 15i j k  

7ya j j


