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5.3 向量的数量积、向量积及混合积 

5.3.2 向量积  

5.3.1 向量数量积  

引   例 

向量数量积的投影表示 

向量数量积的基本性质 

引  例 

向量积基本性质 

5.1.3 向量的混合积 

向量数量积的坐标表示 

定  义 

向量积的坐标表示 

定  义 

向量积举例 

向量数量积举例 

定  义 

向量混合积举例 



F 
引  例：如图所示，人在路面上用绳子拉一个物体， 

绳子上的力   与路面成的角为      ，物体产生的位移 

为    ，则对物体作的功为 
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注意：两向量作这样的运算, 结果是一个数量. 

向量数量积引例 



一、两向量的数量积定义 

向量a

与b

的数量积为 ba




cos|||| baba




(其中为a

与b

的夹角)

定义 

向量数量积的定义 

注意：向量 a

 与 b


的数量积表示为 ba
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如果 0
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b  ，则 0ba
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数量积也称为“点积”、“内积”. 

结论  两向量的数量积等于其中一个向
量的模和另一个向量在这向量的方向上
的投影的乘积. 

向量数量积的投影表示 

二、数量积的投影表示 



关于数量积的说明： 
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向量数量积的基本性质 

特别地： 
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4.数量积符合下列运算规律： 

（1）交换律： ;abba



（2）分配律： ;)( cbcacba



（3）若  为数：  ),()()( bababa

 

若  、 为数：   ).()()( baba
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 kbjbibb zyx


设 

ba


)( kajaia zyx


 )( kbjbib zyx




,kji


  ,0 ikkjji


,1||||||  kji




.1 kkjjii
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数量积的坐标表达式 

向量数量积的坐标表示 
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两向量夹角余弦的坐标表示式 

ba


0 zzyyxx bababa

由此可知两向量垂直的充要条件为 

数量积的坐标表达式的应用 
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数量积举例与练习 

例 1   已知 }4,1,1{ a


， }2,2,1{ b


，求（1）

ba

 ；（2）a


与b


的夹角；（3）a


在b

上的投影. 

例 2    证明向量c

与向量 acbbca


)()(  垂直. 

, , 设 为任意向量 证明

|||||| 




例3  



例 1   已知 }4,1,1{ a


， }2,2,1{ b


，求（1）

ba

 ；（2）a


与b


的夹角；（3）a


在b

上的投影. 

解 ba
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数量积举例与练习 



例 2    证明向量c

与向量 acbbca


)()(  垂直. 

证 cacbbca
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数量积举例与练习 



14 1.3.2  , ,P  例 设 为任意向量 证明
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数量积举例与练习 
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2. 已知向量 的夹角 且 ,
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数量积举例与练习 



向量积引例 

引例. 设O 为杠杆L 的支点 , 有一个与杠杆夹角为 
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O
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Q
符合右手规则 
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矩是一个向量 M : 

的力 F 作用在杠杆的 P点上 , 则力 F 作用在杠杆上的力 
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向量积的定义 

定义 

向量 
方向 : 

(叉积) 

记作 

且符合右手规则 

模 : 

向量积 , 

，的夹角为设 ba ,

c
,ac bc 

c sina b
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称 c 的与为向量 ba
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引例中的力矩 

思考:  右图三角形面积 
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向量积的性质 
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向量积满足下列运算规律： 

（1） .abba




（2）分配律： .)( cbcacba




（3）若 为数：  ).()()( bababa


 

向量积的性质 
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向量积的坐标表达式 

向量积的坐标表示 



向量积的坐标表示 

向量积还可用三阶行列式表示 
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由上式可推出 
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xb 、 yb 、 zb 不能同时为零，但允许两个为零，

例如， 
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向量积的坐标表示 



向量积举例解答 

例 3  求与 kjia


423  ， kjib


2 都

垂直的单位向量.

例 4  在顶点为 )2,1,1( A 、 )2,6,5( B 和

)1,3,1( C 的三角形中，求AC 边上的高BD .

例 5  设向量 pnm


,, 两两垂直，符合右手规则，且

4|| m


， 2|| n


， 3|| p


，计算 pnm
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例 3  求与 kjia
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垂直的单位向量.
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向量积举例解答 



例 4  在顶点为 )2,1,1( A 、 )2,6,5( B 和

)1,3,1( C 的三角形中，求AC 边上的高BD .
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向量积举例解答 



例 5  设向量 pnm


,, 两两垂直，符合右手规则，且
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，计算 pnm
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向量积举例解答 



向量的混合积 

定义 已知三向量 称数量 

混合积 . 

记作 

几何意义  

为棱作平行六面体, 

底面积 高 
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故平行六面体体积为 
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混合积的坐标表示 
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(1) 三个非零向量 共面的充要条件是 

0

(2) 轮换对称性 : 

(可用三阶行列式推出) 

cba ,,

a

b c
保持三矢的循环次序(逆时
针),  号可以与 · 号互换

而混合积不变. 
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( , , ) ( , , ) ( , , )a b c b c a c a b 

混合积的性质 



    已知  , , 2a b c  ， 

    计算 )()]()[( accbba
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例6 

向量混合积举例 

例8. 证明四点 ,)3,3,2(),6,5,4(,)1,1,1( CBA

共面 . )17,15,10(D

例7 已知一四面体的顶点 

4 ) , 求该四面体体积 .      



    已知  , , 2a b c  ， 

    计算 )()]()[( accbba
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例6 

向量混合积举例解答 



向量混合积举例解答 

例7 已知一四面体的顶点 

4 ) , 求该四面体体积 .      
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解:  已知四面体的体积等于以向量 

为棱的平行六面体体积的 故 
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例8. 证明四点 ,)3,3,2(),6,5,4(,)1,1,1( CBA

共面 . 

解:  因 
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故 A , B , C , D 四点共面 . 
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向量的数量积 

向量的向量积 

向量的混合积 

（结果是一个数量） 

（结果是一个向量） 

（结果是一个数量） 

（注意共线、共面的条件） 

四、小结 



加法 
   

数乘 
  

封闭性 

内积 

 · 

基本定义 

运算法则 

齐次性 
对称性 

线性 
本身内积非负性 

向量模 | | 

向量 



三维向量 
空间直角坐标系 

空间中点 

  (x, y, z) xi  yj  zk 

一种内积 

向量间夹角 

方向余弦与方向角 

向量在轴上的投影 
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分配律 

交换律  
平行关系 

平面三角形面积计算 

平行四边形面积计算 
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设 

1. 向量运算 

加减: 

数乘: 

点积: 
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混合积: 

2. 向量关系: 
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